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Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar la clasificacion combinatoria de variedades esféri-
cas, mas precisamente establecer un diccionario entre las variedades esféricas y determi-
nados objetos combinatorios que llamaremos abanicos coloreados. Estos objetos combina-
torios permiten describir la geometria de las variedades esféricas —por ejemplo es posible
describir las orbitas y sus adherencias a partir de ellos, decidir si la variedad es afin o
completa—. Este diccionario generaliza al que se obtiene para variedades téricas ([6]).

Sea G un grupo algebraico afin conexo reductivo y H un subgrupo algebraico de G,
diremos que H es esférico en G —o que G/H es un espacio homogéneo esférico— si algin
subgrupo de Borel B de G tiene una 6rbita abierta en G/ H, cuando consideramos la accién
por traslacién a izquierda de B en G/H.

Diremos que una variedad algebraica normal X en la que G actia es una variedad
esférica si es una inmersién equivariante de un espacio homogéneo esférico G/H, es decir
si existe una inmersién abierta G-equivariante G/H — X. En ese caso G/H es isomorfo
a una Orbita abierta Gx de X, donde el estabilizador de x en G es H.

La teoria de espacios homogéneos esféricos unifica la teoria de tres tipos importantes
de espacios homogéneos: los toros, en el caso G = T = B y H = {e}; las variedades
simétricas —espacios homogéneos de la forma G/H donde H es el grupo de puntos fijos
de una involucién de G- y las variedades horosféricas —espacios homogéneos de la forma
G/H donde H contiene un subgrupo unipotente maximal de G—; un caso particular de
variedad horosférica son las variedades de banderas —espacios de la forma G//P, donde P
es un subgrupo parabdlico de G—.

El interés en el estudio de este tipo de espacios homogéneos viene dado por las si-
guientes propiedades que caracterizan a los espacios homogéneos esféricos: desde el punto
de vista geométrico, toda inmersién de G/H contiene un nimero finito de 6rbitas; y en
términos de representaciones, para todo G-médulo irreducible M y para todo caracter y
de H, la dimensién del subespacio My :={m € M | ¢-m = x(c)m Vc € H} es menor o
igual a uno ([4]).

Por otro lado, el estudio de la geometria de los espacios homogéneos esféricos adquie-
re una singular importancia cuando se quiere estudiar las compactificaciones de espacios
homogéneos, i.e. variedades completas en las que un grupo algebraico G actia y que con-
tienen una drbita abierta isomorfa a G/H, para algin subgrupo H C G. Estas variedades
algebraicas son una de las familias que mejor se comprenden y ocupan un lugar muy
importante en la teoria geométrica de invariantes.

El nombre de espacios homogéneos esféricos proviene del estudio de la situacién andlo-
ga para grupos de Lie compactos, y en particular del caso G = SO, 41 (R) y H = SO, (R)
—ya que SOp11(R)/SO,(R) es difeomorfo a la esfera S™-.

La teoria de inmersiones de espacios homogéneos esféricos fué desarrollada por Luna,
Vust, Brion y otros a partir de 1980. En 1983, en su trabajo Plongements d’espaces ho-
mogénes [13] Luna y Vust desarrollan el estudio de las inmersiones de espacios homogéneos
en general. Siguiendo este trabajo aparecen otros que describen la teoria en casos particu-
lares, por ejemplo en [15] Vust ilustra la teoria para inmersiones de espacios simétricos y
obtiene una clasificacién combinatoria de dichas inmersiones en cuerpos de caracteristica
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4 INTRODUCCION

cero. Por otro lado, en [10] Knop describe la clasificacién combinatoria de las variedades
esféricas en cuerpos de caracteristica arbitraria.

Resumen

Sean G/H un espacio homogéneo esférico y B un subgrupo de Borel de G tal que
BH C G es abierto. Notaremos
D(G/H)={D C G/H | D es un divisor primo B-estable }.

Este conjunto coincide con el conjunto de las componentes irreducibles del conjunto cerrado
(G/H) \ (BH/H). Para cada D € D(G/H), notaremos vp a la valuacién del cuerpo
k(G/H) que tiene por centro a D.

Notaremos
V(G/H) ={v | v es valuacién G-invariante de k(G/H)},
donde por valuacién G-invariante de k(G /H) entendemos una valuacién discreta v tal que
via- f)=v(f) paratodoa € Gy f € k(G/H).

Estudiaremos primero la clasificaciéon de variedades esférias simples, —por variedad
simple entendemos una variedad con una tnica G-6rbita cerrada—.

Si X es una inmersién simple de G/H, notaremos Y a la tinica G-6rbita cerrada de
X . Notaremos
D(X)={D C X | D es un divisor primo B-estable}.
Fijemos nuestra atencién en el siguiente subconjunto de D(X):
Dy(X)={DeD(X)| Y C D}.
El hecho de que X contiene un nimero finito de B-6rbitas implica que D(X) —y por lo
tanto Dy (X )— es un conjunto finito.
Este conjunto se descompone del siguiente modo: Dy (X) = B(X) U F(X), donde
B(X)={D € Dy(X) | D es G-estable}
F(X)={D € Dy(X)| D no es G-estable}
El primer resultado que obtendremos es que la inmersién simple X queda determinada,
salvo isomorfismos G-equivariantes, por el par (B(X), F(X)).
Notaremos
X(G/H) = {x € X(B) | Pk(G/H), #{0}},
—i.e. X(G/H) es el reticulo formado por los pesos de B en k(G/H)-y
V(G/H) = Homg(X(G/H),Q).

Como BH/H C G/H es abierto deducimos que X(G/H) ~ Bk(G/H)/k*. Luego
podemos considerar a toda valuacién v de k(G/H) = k(X) como un elemento de V(G/H).
Si notamos p(v) a ese elemento, obtenemos un mapa p de las valuaciones de k(G/H) =
k(X) en V(G/H). Mas aun, probaremos que la restriccién de p a las valuaciones G-
invariantes £y m) : V(G/H) — V(G/H) es un mapa inyectivo.

A partir de ahora cuando hagamos referencia al espacio vectorial V(G/H), estaremos
haciendo referencia al par (V(G/H),V(G/H)).

Notaremos Cx al cono poliédrico de V(G /H) generado por B(X) y p(F(X)) (observar
que estamos identificando B(X) con p(B(X))). Probaremos que el conjunto B(X) puede

ser recuperado a partir del par (Cx, F(X)), de donde se deduce que la inmersién simple
X queda determinada por el par (Cx, F(X)).
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Los conos poliédricos de V(G/H) que aparecen como conos asociados a inmersiones
simples de G/H verifican las propiedades de los conos coloreados: un cono coloreado de
V(G/H) es un par (C,F), donde C C V(G/H), F C D(G/H), tal que:

[C1] C es un cono generado por p(F) y un numero finito de elementos de V(G/H).

[C2] El interior de C contiene al menos una valuacién G-invariante.

Un cono coloreado se dice estrictamente convexo si C es estrictamente convexo y p(F)
no contiene al origen.

Reciprocamente, dado un cono coloreado estrictamente convexo (C,F) de V(G/H),
construiremos una variedad esférica simple X tal que (Cx, F(X)) = (C,F).

Obtenemos entonces una biyecciéon entre conos coloreados estrictamente convexos de
V(G/H) e inmersiones esféricas simples de G/H.

Hasta ahora hemos considerado el caso en que X es una inmersién simple de G/H.
Si la inmersién X no es simple, probaremos que podemos cubrirla por abiertos que son
variedades esféricas simples, éstos abiertos se contruyen del siguiente modo: para cada
orbita Y de X el conjunto o

Xygt:{yGX|YCGy}
es una inmersién simple de G/H (con tunica érbita cerrada Y'), que es un abierto de X.
Luego, a cada érbita de X le asociamos un cono coloreado —el cono coloreado de la variedad
Xy c— que notaremos (Cy (X), Fy (X)).
Notaremos
F(X)={(Cy(X),Fy (X)) | Yes G-6rbita de X}.
Ordenamos los elementos de F'(X) del siguiente modo:
(C',F)y<(C,F) si (C',F')es una cara coloreada de (C,F).

Una cara coloreada de un cono (C,F) es un par (C',F’) tal que C' es una cara de C,
C°NV(G/H)# 0Dy F' =Fnp ().

Si ademés ordenamos a las G-6rbitas de X por inclusién de sus adherencias, obtenemos
una biyeccién que revierte el orden entre G-érbitas de X y F(X):

Y € Z— (C2(X), F2(X)) < (Cy(X), Fy(X)).

Los datos combinatorios que aparecen asociados a una inmersién X (i.e. el conjunto
F(X)) forman un aebanico coloreado. Un abanico coloreado es un conjunto finito F' de
conos coloreados tales que:

[F1] Toda cara coloreada de un cono coloreado de F' es un elemento de F'.
[F2] Para toda v € V existe a lo sumo un cono (C,F) € F tal que v € C°.

Un abanico F es estrictamente convexo si esta formado por conos coloreados estricta-
mente convexos.

Probaremos que todo abanico coloreado estrictamente convexo proviene de una in-
mersién esférica de G/H. Obtendremos asi una biyeccién entre inmersiones de G/H y
abanicos coloreados estrictamente convexos.

Estudiaremos luego los morfismos entre variedades esféricas, y su relacién con la com-
binatoria de las variedades.

Sip:G/H — G/H' es un morfismo G-equivariante de espacios homogéneos esféricos,
entonces ¢, : k(G/H'") — k(G/H) induce un mapa lineal

0" V(G/H) — V(G/H'), dado por ¢*(v)= v o p.
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Si X y X’ son inmersiones de G/H y de G/H' respectivamente, probaremos que el
morfismo ¢ se extiende a un morfismo de X en X' si y sélo si para todo cono (C,F) de
F(X) existe un cono (C', F') de F(X') tal que:

[M1] ¢.(C) C '

[M1] p.(F\ Fy) C F' (donde Fy, = {D € F | (D) =G/H'}).

A continuacién describimos brevemente el contenido de cada capitulo.

El primer capitulo contiene las definiciones y resultados que usaremos en el trabajo so-
bre valuaciones y divisores de una variedad normal, representaciones de grupos reductivos
y conos poliedrales.

El segundo capitulo consta de dos secciones. En la primera presentamos la definicién
de variedad esférica, propiedades que las caracterizan y una lista de ejemplos.

En la segunda seccién estudiamos las valuaciones invariantes del cuerpo de funciones
racionales de una variedad esférica X, como se ve en el resumen, éstas valuaciones son la
clave de la clasificacion combinatoria de variedades esféricas.

Por otro lado estudiamos la descomposicion de una variedad esférica en variedades
esféricas simples; y probamos que toda variedad simple se puede cubrir con abiertos afines
B-estables. Mas aun, probaremos que estos abiertos son trasladados por G de un abierto
afin candnico que notaremos Xj.

Finalmente estudiamos el reticulo X(G/H) formado por los pesos de B en k(G/H), y
probamos que existe un mapa inyectivo del conjunto V(G/H) formado por las valuaciones
G-invariantes de k(G/H) al espacio vectorial V(G/H).

En el tercer capitulo obtenemos la clasificacion combinatoria de las inmersiones esféri-
cas simples de G/H, por medio de conos coloreados estrictamente convexos del espacio vec-
torial V/(G/H) —recordar que estamos considerando dentro de V(G/H), el dato V(G/H ).
El capitulo se divide en dos secciones. En la primera seccién le asociamos objetos combi-
natorios a una variedad esférica simple y probamos que éstos objetos la determinan (salvo
isomorfismos G-equivarientes). Ademéds obtenemos un diccionario que traduce propiedades
de las valuaciones G-invariantes de k(G/H ) en propiedades de las valuaciones consideradas
como elementos de V(G/H).

En la segunda seccion definimos conos coloreados y probamos que existe una biyeccién
entre variedades esféricas simples y conos coloreados estrictamente convexos de V(G/H).
El punto clave para probar esta biyeccién es construir, a partir de un cono coloreado
(C,F), la inmersién esférica simple X tal que (Cx,F (X)) = (C,F).

En el capitulo cuarto obtenemos la clasificacién de variedades esféricas de G/H por
medio de abanicos coloreados, y una descripcion de los morfismos entre variedades esféricas
en términos combinatorios.

El capitulo cinco esta dedicado a mostrar ejemplos de variedades esféricas. Mostramos
cémo se obtiene la clasificacion clésica de las variedades téricas por medio de abanicos es-
trictamente convexos a partir de su clasificacién como variedad esférica. Luego describimos
explicitamente los datos combinatorios del espacio homogéneo SL2(C)/SO2(C).

Si bien por simplicidad hemos elegido trabajar sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do de caracteristica cero, todos los resultados valen —con algunos cambios en las pruebas—
para cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica arbitraria.

Este trabajo sigue de cerca las notas Variétés Spheriqués, M. Brion [3], y el articulo
The Luna-Vust theory of spherical embeddings, F. Knop [10].
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CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo reunimos las definiciones y resultados de geometria algebraica, accio-
nes de grupos en variedades, representaciones de grupos reductivos, valuaciones y conos
racionales, que seran necesarios en el desarrollo del trabajo. Los resultados que presen-
tamos sin prueba aparecen con las respectivas referencias. La referencia general para los
resultados de geometria algebraica es [8].

En todo el trabajo k denotarda un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero y G denotara un grupo algebraico afin conexo.

Si X es una variedad algebraica, k(X) denotard el cuerpo de funciones racionales de
X. Si ademds Z C X es una subvariedad, Oy z denotara el anillo de funciones racionales
en X definidas en Z y myx z el ideal de Ox z formado por las funciones racionales que se
anulan en Z. Si U C X es un subconjunto abierto, Ox(U) denotard el anillo de funciones
regulares en U. En el caso en que U es afin notaremos k[U] al anillo Ox (U).

Si X es una variedad afin y Z C X es un cerrado notaremos k[Z] a Ox z e I(Z) a
mx,z.

Una G-variedad serd una variedad algebraica X en la que GG actia y tal que el mapa
¥ : G x X — X dado por ¢(a,x) = a-x para todo a € G, x € X, es un morfismo de
variedades algebraicas.

Si X es una G-variedad, la acciéon de G en X induce una accién a izquierda de G en
Ox(X) del siguiente modo: a - f(z) = f(a™'-x) paratodo r € X,a € Gy f € Ox(X).
Esta accidn se extiende a k(X)) del siguiente modo: si f € k(X)) estd definida en un abierto
UC X yac G, definimos a - f en el abierto alU como a - f(x) = f(a~'x). Andlogamente
definiendo (f - a)(x) = f(xa™!) para todo z € X, a € Gy f € Ox(X), se obtiene una
accion a derecha de G en k(X).

Un G-moédulo M es un G-médulo racional si para todo m € M se tiene que el G-moédulo
generado por m es de dimensién finita.

Si X es una G-variedad algebraica afin, entonces k[X] es un G-médulo racional. Si
Z C X es cerrado G-estable, entonces I(Z) es un G-submédulo racional de k[X].

1. Valuaciones y divisores

Agrupamos aqui resultados sobre valuaciones, anillos de valuacién discreta y divisores
de una variedad normal. Estos objetos son la base de la clasificacién combinatoria de las
variedades esféricas.

DEFINICIONES 1.1. Sea K un cuerpo. Un subanillo R C K es un anillo de valuacion
si para todo u € K \ {0} se cumple que u € Ro u~! € R.

Si ademds K*/U(R) es isomorfo a Z, donde U(R) es el grupo de invertibles de R,
diremos que R es un anillo de valuacion discreta (DVR).

PROPOSICION 1.1. Si R es un DVR, entonces R es un anillo local y su tinico ideal
mazimal es R\ U(R). Mas ain, R es un dominio de ideales principales.

Demostracién: Ver por ejemplo [7]. O
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DEFINICION 1.1. Si K es un cuerpo, una valuacion discreta de K es una aplicacién
v: K* — Z tal que:
1. v(f1 + f2) > min(v(f1),v(f2)) para todo fi, fo € K* tales que fi1 + fo € K*.

2. v(fif2) = v(f1) +v(f2) para todo f1, fo € K*.
3. v(a) =0 para todo o € K*.

Si X es una variedad normal irreducible, diremos que v es una valuacién discreta de X si
es una valuacion discreta de k(X).

DEFINICION 1.2. Si v es una valuacién discreta de X, construimos el anillo asociado
a v como O, := {f € k(X)" | v(f) > 0} U{0} C k(X) y el ideal asociado a v como
my, ={f € k(X)" | v(f) >0} U{0} C Oy.

PROPOSICION 1.2. En las hipdtesis de la definicion 1.2, si v es una valuacion discreta
de un cuerpo K, entonces O, es un DVR y m, es su unico ideal maximal.

Reciprocamente, si R C K es un DVR en K, entonces existe una valuacion discreta
v:K*— 7 tal que O, = R ym, = R\ U(R).
Demostracién: Ver por ejemplo [7]. O

DEFINICION 1.3. Si X es una variedad normal e irreducible, el centro de una valuacién
discreta v de X es una subvariedad cerrada Z, tal que Ox,z, C O, y mx,z, C m,, de
hecho mx z, = m, N Ox z,.

PROPOSICION 1.3. Sea X wuna variedad normal irreducible. Una valuacion v de X
tiene centro Z si y solo si existe U abierto afin de X tal que UNZ # 0, k[U] € O, y
k[U]Nnm, =I1(UNZ) C k[U]. En particular si X es afin, una valuacion v tiene centro si
y sdlo si es no negativa en k[X|. En ese caso Z, estd definido por el ideal k[ X] N m,.

Mas ain, si una valuacion tiene centro, éste es unico.
Demostracién: Ver por ejemplo [7] y [8]. O

PROPOSICION 1.4. Sea X una variedad normal irreducible. Entonces toda subvariedad
cerrada Z C X es el centro de una valuacion en X, que notaremos vyz.

Demostracién: Ver por ejemplo [10]. O

DEFINICION 1.4. Sea X una variedad normal e irreducible, un divisor primo de X es
una subvariedad cerrada, irreducible, de codimensién uno en X.

LEMA 1.1. Si D es un divisor primo de X, entonces Ox,p es un DVR con cuerpo de
fracciones k(X).

Demostracion: Ver por ejemplo [7]. O

NOTACION 1.1. Si D es un divisor primo de X (normal), notaremos vp a la valuacién
asociada a Ox p. Por definicién D es el centro de vp.

OBSERVACION 1.1. Si f € k(X) y D es un divisor primo de X (normal), entonces si
vp(f) > 0 (respectivamente vp(f) < 0), existe U C D abierto tal que f es nula en U
(respectivamente % es nula en U).

DEFINICION 1.5. Sean f € k(X) una funcién racional no nula y D C X un divisor
primo, entonces vp(f) € Z. Diremos que f tiene un cero (respectivamente polo) a lo largo
de D si vp(f) > 0 (respectivamente vp(f) < 0).

PROPOSICION 1.5. Sea X una variedad normal e irreducible. Si f € k(X) es no nula,
entonces vp(f) =0 salvo para un nimero finito de divisores primos D de X .

Demostracién: Ver por ejemplo [8]. O
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DEFINICION 1.6. Sea X una variedad normal e irreducible, un divisor de Weil es un
elemento del grupo abeliano libre generado por los divisores primos de X, i.e. un divisor
de Weil es de la forma > n;D;, donde D; recorre el conjunto de los divisores primos de
X, n; € Z y s6lo un nimero finito de ellos es no nulo.

Si f € k(X)\ {0} definimos el divisor de f como (f) = > vp(f)D, donde D recorre el
conjunto de los divisores primos de X . Por la proposicién 1.5, (f) es un divisor de Weil de
X. Los divisores de Weil de la forma (f) para alguna f € k(X) \ {0} se llaman divisores
principales.

PROPOSICION 1.6. Si X es una variedad afin irreducible, entonces k[ X| es un dominio
de factorizacion unica si y solo si X es normal y todo divisor de X es principal.

Demostracion: Ver por ejemplo [8]. O

TEOREMA 1.1. Sean X wuna variedad normal e irreducible y f € k(X). Entonces
f € 0x(X) siy sdlo sivp(f) >0 para todo divisor primo D C X.

Demostracién: Ver por ejemplo [7]. O

OBSERVACION 1.2. Si X es una variedad irreducible y U es un subconjunto abierto de
X, entonces existe una biyeccion entre el conjunto de divisores primos de U y el conjunto
de divisores primos F' C X tales que F N U # (). Esta biyeccién esté dada por: D — EX,
si D es un divisor de U y F'— FNU, si F es un divisor de X tal que FNU # () .

Ademds, si D es un divisor de U, vp es una valuacién de k(U) = k(X) y vp = vpx
cuando consideramos a vp como valuacién de k(X). Reciprocamente, si F' es un divisor

de X tal que FNU # (), tenemos vp = vpny, cuando consideramos a vg como valuacién
de k(U).

COROLARIO 1.1. Sean X wuna variedad normal irreducible, U un subconjunto abierto
de X y f € k(X) una funcion racional. Entonces f es reqular en X siy sdlo si f € Ox(U)
y vp(f) > 0 para todo divisor D de X contenido en X \ U.

Demostracién: Si f es regular en X, entonces por vp(f) > 0 para todo divisor primo
F de X. Reciprocamente, sea F' un divisor primo de X. Si F N U # 0, entonces vp(f) =
venu(f) >0, ya que f € Ox(U). Si F C X \ U, por hip6tesis vp(f) > 0, y se deduce del
teorema 1.1 que f es regular en X. O

PROPOSICION 1.7. Si v es una valuacion del cuerpo K y K' es una extension de K,
entonces existe V' valuacion de K' tal que 1/|’K =v.

Demostracién: Ver por ejemplo [2]. O

LEMA 1.2. Sean X wuna variedad normal e irreducible y x € X. Sea f € k(X) una
funcion racional que no estd definida en x. Entonces existe una subvariedad cerrada irre-

ducible Y C X tal que: x € Y; Y intersecta al dominio de % y para todo y € Y donde %

estd definida, se cumple que %(y) =0.

Demostracién: Ver por ejemplo [5]. O

TEOREMA 1.2. Sean X wuna variedad mormal irreducible, U C X abierto tal que
codim(X \ U) > 2 y f una funcién racional de X definida en U. Entonces f se pue-
de extender a una funcion regular en X.

En particular, si Y es una variedad afin y ¢ : U — 'Y es un morfismo. Entonces @ se
puede extender a un morfismo ¢ : X — Y.

Demostracion: Ver por ejemplo [5]. O
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PROPOSICION 1.8. Sean X wariedad normal irreducible y U C X un abierto afin no
vacio, entonces X \ U es union de divisores de X .

Demostracién: Sea X \U = X;U---UX, una descomposicién de X \ U en componentes
irreducibles. Sea X; una de las componentes irreducibles. Consideremos el abierto normal
V =X\ (UjzX;) =UUY;, donde Y; = X; \ (U;j£;X;). Observemos que codimy (X;) =
codimy (Y;). Supongamos que codim x (X;) > 2, entonces codimy (Y;) > 2y por el corolario
anterior la funcién identidad idy : U — U se extiende a f : V — U. Entonces f y idy
coinciden en el abierto U y por lo tanto en V', de donde U = V.

O

NOTACION 1.2. Si A es un dlgebra sobre k, notaremos A* a U(A), i.e. al grupo de
invertibles de A.

PROPOSICION 1.9 (M. Rosenlicht). Sean X, Y variedades algebraicas irreducibles. En-
tonces el mapa candnico kK[ X|* x k[Y]* — k[X x Y]* es sobreyectivo.

Demostracion: Ver por ejemplo [12]. O

Sea GG un grupo algebraico afin conexo. El siguiente resultado nos permite trabajar en
el caso en que k[G] es un dominio de factorizacién unica i.e. todos los divisores de G son
principales.

PROPOSICION 1.10. Sea G un grupo algebraico conexo, entonces existe un cubrimiento
finito de grupos algebraicos G — G tal que K[G] es un dominio de factorizacidn unica.

Demostracién: Ver por ejemplo [11]. O

PROPOSICION 1.11. Sean G un grupo algebraico afin conexo tal que K[G| es un dominio
de factorizacion unica, H C G un subgrupo y D un divisor H-estable de G. Entonces existe
f €k[G], que es un vector propio para H y tal que D = {f = 0}.

Demostracion:

Consideremos la siguiente accién de H en k[G]: si a € H y f € k[G], entonces (f -
a)(z) = f(ra~1) para todo z € G.

Supongamos que D es un divisor primo y que el subgrupo H es conexo. Sea f € k[G]
tal que D = {f = 0}. Como D es H-estable, si a € H, entonces {f -a =0} = D, y como
k[G] es un dominio de factorizacién tnica, existe o, € k[G]* tal que f-a = aqf. Sea
a: H x G — ktal que a(a,b) = a,(b) = %, entonces « € k(H x G). Afirmamos que
a € k[H x G]. En efecto, si a no estd definida en un punto de H x G, por el lema 1.2 existe
(a,b) € H x G tal que ﬁ = 0, pero esto es absurdo ya que o, es invertible en k[G].

Observemos ademés que o, (b)a,-1(ba™!) = 1 para todo a € H y b € G, de donde se
deduce que o € k[H x G|*.

La proposicién 1.9 asegura que existen h € k[H|* y g € k[G]* tales que a,(b) = h(a)g(b)
para todoa € Hy be G, de donde f-a = h(a)gf.

Para a = e obtenemos f = h(e)gf y como k[G] es dominio de factorizacién tdnica
resulta que g = h(e)~!. Luego f es H-vector propio de peso h(e)!h.

Si D no es primo, lo descomponemos en componentes irreducibles estables por H
(H es conexo) y aplicamos lo anterior a cada una de las ecuaciones de sus componentes
irreducibles.

Si H no es conexo, sean H° la componente conexa de H que contiene a la identidad y
H = H°apUH a1 U---UH°a, una descomposiciéon de H en coclases, con a; € H y ag = e.
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Sea ademéds D = J, Z una descomposicién de D en componentes irreducibles. Como
H® es conexo, cada Z es estable por H°. Entonces

D=DH=|JzH =\ J(ZUZa1U--U Za,),
Z Z
y obtenemos una descomposicién de D de la forma D = |, ; Za;, donde Za; es un divisor
primo H°-estable: si a € H°, tenemos que Za;a = Zad'a;, f)ara algun o' € H°, de donde
deducimos que Za;a = Za;.

Por lo probado en el caso en que H es conexo, para cada Z existe f; € ]k[G](HO) tal
que {fz = 0} = Z. Observemos ademds que {fz-a; =0} = Z-a; paratodoi=1,...,r
Si consideramos gz = [[/_o(fz - ai), entonces es facil ver que g, € k[G]') y {g; = 0} =
ZUZayU---UZay, luego g = [[, 92 € k[G]') y {g=0} =D

O

El siguiente teorema nos permitird estudiar, dados dos espacios homogéneos y un

morfismo G-equivariante ¢ : G/H — G/H’, la relacién entre divisores de un espacio y

divisores del otro. En particular obtendremos la relacién entre los divisores de G y de
G/H, para todo subgrupo H C G.

TEOREMA 1.3 (Chevalley). Sea ¢ : X — Y un morfismo dominante entre variedades
wrreducibles. Entonces existe un abierto denso U C'Y tal que:

» U C p(X).
s SiW CY esuna subvariedad cerrada irreducible y Z es una componente irreduci-
ble de o1 (W) tal que ZNp~H(U) # (), entonces dim Z = dim W+dim X —dim Y.

Demostracién: Ver por ejemplo [1]. O

LEMA 1.3. Sean G/H y G/H' espacios homogéneos y ¢ : G/H — G/H' un morfismo
G-equivariante. Si D es un divisor primo de G/H', entonces ¢~ (D) es union de divisores
primos de G/H. Si E es un diwisor primo de G/H y ¢(E) C G/H', entonces p(E) es un
divisor primo de G/H'.

Demostracién: Como ¢ es G-equivariante y G/H' es una G-6rbita, deducimos que ¢
es sobreyectiva.

Si Z es una componente irreducible de ¢ ~!(D), el teorema 1.3 asegura que existe un
abierto U C G/H' tal que si ¢ {(U)N Z # () entonces dim Z = dim D + dimG/H —
dim G/H'. Luego si o~ (U) N Z # ) tenemos que codimg, g Z = 1.

Observemos ademés que como G/H' es homogéneo, dada una componente irreducible
Z C ¢~ YD), existe a € G tal que aU N ¢(Z) # 0, luego o1 (U)Na~1Z # 0, de donde
a~'Z es un divisor de G/H y por lo tanto Z lo es.

Si E es un divisor de G/H, consideremos el cerrado irreducible p(E) C G/H' y sea
Z una componente irreducible de ¢~!(p(E)). Entonces dimE < dimZ (ya que E C

*1( (E))) vy el teorema 1.3 asegura que si ¢~ 1(U) N Z # 0, entonces dim E < dim Z =
dim ¢(E) + dim G/H — dim G/H’, de donde codimg g ©(E) < 1. BEs decir ¢(E) = G/H’
o es un divisor de G/H'.

0

El siguiente resultado serd muy 1til a la hora de trabajar con variedades esféricas,
ya que éstas estan caracterizadas por la finitud del nimero de B-6rbitas, donde B es un
subgrupo de Borel de G.
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LEMA 1.4. Sean G un grupo algebraico afin conexo y X una G-variedad irreducible.
Si X tiene un numero finito de G-orbitas, entonces tiene una orbita abierta.

Demostracion: Lo probaremos por induccién en el nimero de G-érbitas de X. Si X
tiene s6lo una G-érbita Y, es claro que X =Y. Supongamos que la proposicién vale para
variedades con un numero de 6rbitas menor que n y sea X una variedad con n G-6rbitas.

Sea Y una érbita de X, si Y = X, entonces Y es abierto en X, ya que toda érbita es
abierta en su clausura. Si Y # X, entonces X \ Y es un abierto G-estable de X, por lo
tanto es uniéon —de un nimero menor que n— de G-6rbitas. Luego, por hipdtesis inductiva,
alguna de las drbitas es abierta en X \ Y y por lo tanto en X.

g

2. Representaciones de grupos reductivos

En esta seccidon reunimos definiciones y resultados sobre representaciones de grupos
reductivos que asumimos conocidos por el lector.

Una referencia para los resultados que presentamos a continuacion es [9].

Salvo que se explicite lo contrario, a partir de ahora G serd un grupo algebraico afin,
reductivo y conexo, B = T'U sera un subgrupo de Borel de G, donde T" es un toro maximal
y U es un grupo unipotente maximal de G. Notaremos B~ = TU ™ al subgrupo de Borel
opuesto a B.

Si H es un subgrupo de G, entonces el conjunto de caracteres de H (i.e. morfismos
de grupos algebraicos de H en k*) es un grupo abeliano libre, finitamente generado, que
notaremos X (H).

DEFINICION 1.7. Sea M un G-mdédulo racional. Un peso de M es un caracter x € X (7T
tal que M, :={m € M |t-m = x(t)m Vt € T} # {0}. Notaremos X (M) al conjunto de
los pesos de G en M.

Si H es un subgrupo de G, notaremos (*) A/ (respectivamente M (H )) al subespacio de
vectores propios comunes para la accién de H a izquierda (respectivamente derecha) en
M. De igual modo M (respectivamente M H ) denotard el subespacio de puntos fijos de
Hen M.

DEFINICION 1.8. Si G es un grupo algebraico afin, diremos que un subgrupo P C G
es parabdlico si G/ P es proyectivo, equivalentemente si P contiene un subgrupo de Borel
de G.

PROPOSICION 1.12. Todo subgrupo parabdlico P de G es el producto semidirecto de
su radical unipotente R, (P) con un subgrupo reductivo L. Un subgrupo L de P con esta
propiedad se llama subgrupo de Levi. Mas aun, dos subgrupos de Levi de P son conjugados
por un elemento de R,(P).

Demostracion: Ver por ejemplo [1]. O

DEFINICION 1.9. Dos subgrupos parabdlicos de G se dicen opuestos si su interseccién
es un factor de Levi de ambos.

En cuerpos de caracteristica cero, un grupo algebraico es reductivo si y sélo si es
linealmente reductivo (ver [5]), de donde se deduce el siguiente resultado:

TEOREMA 1.4. Toda representacion racional de un grupo algebraico reductivo es se-
misimple.

O
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TEOREMA 1.5. (Lie-Kolchin) Sean B un grupo algebraico soluble y conexo, M # {0}
un B-mddulo racional. Entonces (B)M # {0}.

Demostracion: Ver por ejemplo [9]. O

COROLARIO 1.2. St M # {0} es un G-mddulo racional, entonces M estd generado
—como G-modulo— por sus B-vectores propios.

Demostracion: Sea M = @;"_; M; una descomposicién de M en G-submédulos simples.

Por el teorema de Lie-Kolchin, para cada i = 1,...,n existe m; € () M; no nulo. Como
M; es simple, esta generado —como G-mdédulo— por m; y por lo tanto M estd generado por
{mi,...,mp}. O

DEFINICION 1.10. Si M # {0} es un G-mddulo racional, el teorema de Lie-Kolchin
asegura que existe m € M y x € X tales que b-m = x(b)m para todo b € B. Cualquier
vector que genera a My se dice vector maximal para B.

OBSERVACION 1.3. Un vector m es maximal para B = TU si y s6lo sim # 0, m € M,
para algin peso x de M y es fijo por U.

TEOREMA 1.6. Sea M un G-mddulo racional simple. Entonces existe un unico sub-
espacio B-estable de dimension uno generado por un vector maximal para B, de peso
xum € X(B) (el peso xnr se llama peso méximo de M ). Mds ain B)M = VM.

Si M’ es otro G-mddulo racional simple de peso mdximo Xy, entonces M es isomorfo
a M' —como G-mddulo— si y sélo si xpr = X -

Demostracién: Ver por ejemplo [9]. O

OBSERVACION 1.4. Si notamos G al conjunto de clases de isomorfismo de G-médulos
racionales simples y si M € G, entonces dim(YM) =1y la accién de T en BIM =V M
estd dada por un caracter xps € X(T'). Tenemos entonces una aplicacién de G en X(T) que
es inyectiva. La imagen de esta aplicaciéon es el conjunto de pesos dominantes. Resumiendo,
podemos indexar al conjunto G con el conjunto de pesos dominantes.

Si N es un G-médulo racional y M € G’, entonces un G-submoédulo de N es simple e
isomorfo a M si y sélo si estd generado por un vector propio de B en N de caracter x ;.
Es decir que para conocer la acciéon de G en N basta conocer los vectores propios de B en
N y sus caracteres.

TEOREMA 1.7. Sean M un G-mddulo racional simple de peso mdximo x y N el G-
modulo dual de M. Entonces N es un G-modulo simple de peso mdzimo —x para la accion
de B~. Ademds, si m € M es un vector maximal para la accion de B en M, existe un
vector n € N de peso —x para B~ tal que n(m) = 1.

Demostracion: Ver por ejemplo [9]. O

LEMA 1.5. Sean M y N G-mddulos racionales y ¢ : M — N un morfismo sobreyectivo
de G-mddulos. Entonces 90\<B)M : BIM — BIN es sobreyectivo.

Demostracién: Supongamos que N es un G-médulo simple. Sea M = EB;ZL M; una
descomposicién de M es G-submédulos simples. Entonces existe ¢ tal que #|yy, : M; — N
es no nulo. Luego, el lema de Schur asegura que ¥|;;, es un isomorfismo y por lo tanto

<P|(B)Mi : BIM; — (BIN es sobreyectivo.

Si N no es simple, sean n € N un B-vector propio y Ny el G-submoédulo generado
por n. Entonces Ny es simple y considerando #|,-1(x,) : 0 Y(No) — Ny, estamos en la
situacién anterior. Luego, existe m € (B)M tal o(m) = n.

0
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En general una G-variedad X no admite un cubrimiento por abiertos afines G-estables.
Pero probaremos en la proposicién 1.13 que X puede cubrirse por abiertos afines que
son trasladados (por GG) de un abierto afin B-estable. Para ello necesitamos el siguiente
resultado:

TEOREMA 1.8 (Sumihiro). Sean G un grupo algebraico afin conexo actuando en una
variedad normal X e Y C X wuna G-drbita. Entonces existen un G-maodulo racional M
de dimension finita y un entorno abierto G-estable U de Y, tales que U es isomorfo (de
forma equivariante) a una subvariedad localmente cerrada y G-estable de P(M).

Demostracion: Ver [14]. O

DEFINICION 1.11. Si Z C P™ es un conjunto cerrado no vacio, el cono afin sobre Z
se define como C(Z) = 0~1(Z) U {(0,...,0)}, donde @ : k"™ \ {(0,...,0)} — P" es el
mapa que al punto de coordenadas afines («y,...,a;,) le hace corresponder el punto de
coordenadas proyectivas (ag,...,ap), i.e. [ag -+ ap).

Resulta entonces que C(Z) es un cerrado de k™™ y el ideal I(C(Z)) es el ideal ho-
mogéneo I(Z) C k[xo, ..., zy]. Luego k[C(Z)] ~ Kk|[xo, ..., z,]/I(Z).

PROPOSICION 1.13. Sean X una G-variedad normal e Y C X una G-drbita. Enton-

ces existe un abierto afin B-estable X1 C X tal que X1 NY # 0 y el mapa restriccion
Bk[X,] — Bk[X; NY] es sobreyectivo.

Demostracién: Por teorema de Sumihiro (teorema 1.8) podemos suponer que X est4 in-
clufdo en P(M), donde M es un G-médulo de dimensién finita. Sean X, Y las adherencias
en P(M) de X e Y respectivamente y Z = X \ X. Sean C(X), C(Y), C(Z) los conos afines
en M sobre X, Y, Z.

Como Y ¢ Z tenemos que I(Z) ¢ 1(Y) y BV I(Z) ¢ I(Y) —recordar que I(Z) es un
G-modulo racional, por lo tanto esta generado por sus B-vectores propios— Si f es un
B-vector propio homogéneo en (B)I(Z)\ I(Y), entonces X1 := X N {f # 0} es un abierto
afin y B-estable de X. Mas atn, k[X;] = k[C'(X)].

Probemos que X tiene la propiedad requerida: sea g € Pk[X; NY] = BK[C(Y)]y;
entonces existe un entero n > 0 tal que gf" € Bk[C(Y)]. El lema 1.5 asegura que existe
h e BK[C(X)] tal que hicryy = 9f", luego g es la restriccion a X3 NY de hf™" €
BKC(X)]; = PK[X,) O

COROLARIO 1.3. Si G es un toro, entonces toda G-variedad se puede recubrir por
abiertos afines G-estables.

Demostracion: Recordar que si G es un toro, entonces G es soluble y B = G. U

Sean M un G-moédulo racional de dimensién finita, N el G-médulo dualde M y n € N
un B-vector propio. Sea m € M un vector propio de peso méaximo para B~ tal que
n(m) =1 (teorema 1.7).

Consideremos [n] € P(N) y [m] € P(M); entonces P = G, es un subgrupo parabdlico
de G que contiene a B y G|, es un subgrupo parabélico de G que contiene a B™.

Notaremos L = G, N Gy al factor de Levi comun de los subgrupos parabélicos
opuestos P = G|, v G- Entonces P = R, (P)L.

TEOREMA 1.9. En las hipotesis del pdrrafo anterior existe una subvariedad cerrada
L-estable S C P(M),), que contiene a [m|, tal que el mapa

I': Ry(P) xS —P(M),

definido por I'(a,x) — a-x es un isomorfismo P-equivariante, donde la accion de P =
Ru(P)L en R, (P) x S estd dada por ul - (a,z) = (ulal™,1- ).



3. CONOS 17

Demostracién: Ver por ejemplo [4]. O

PROPOSICION 1.14. En las hipdtesis del teorema 1.9, si X es la variedad afin P(M),,
entonces (PODKk[S] ~ (Bk[X].

Demostracién: El isomorfismo P-equivariante I' : R,,(P) x S — X induce un isomor-
fismo I'| ()i x] (B)k[X] — B)(k[R,(P)] @ k[S]). Probaremos que (B)(k[R,(P)] @ k[S]) es
isomorfo a (BNLKk[S)].

Sea Y i | fi ® h; € k[R,(P)] ®k[S] un vector propio de peso x para B. Entonces para

u € Ry(P) C B tenemos u- (31 fi®hi)(a,x) = 351 filu ' a)hi(z) = x(u) 3 fi(a)hi(w)
para todo a € R, (P)y z € S.

Como Yy es trivial en R, (P), tenemos que > i fi(u™ta)hi(x) = i, fi(a)h(x) para
todo a,u € Ry(P)y z € S, luego Y., fi(u=ta)h; = Y., fi(a)h;. Eligiendo funciones
h; linealmente independientes obtenemos que fi(u~'a) = f;(a) para todo a,u € R,(P) e
i=1,...,n,estoes u-f; = f; para todo u € R,(P), de donde deducimos que f; € k[R,(P)]
es constante para todo i = 1,...,n. Luego existe b’/ €(B7L) k[S] tal que Y fi®hy =
1on €1 BKS].

Reciprocamente, si h € (BODK[S] y b= ul € B, tenemos que

b-(1©h)(a,2) = hI™'2) = 1® X(Dh(z) = x(B)(1 & h)(a,),
para todo a € R,(P) y z € S. Luego 1 ® h € B)(k[R,(P)] ® k[9]). O

TEOREMA 1.10. Sea A una k-dlgebra conmutativa en la que G actia racionalmente.

Sea U un subgrupo unipotente mazimal de G. Si A es integralmente cerrada entonces Y A

lo es. Si VA es integralmente cerrada y A es finitamente generada sobre k, entonces A es
integralmente cerrada.

Demostracién: Ver por ejemplo [7]. O

3. Conos

Presentamos a continuacion las definiciones y resultados que necesitaremos sobre conos
convexos poliédricos. La referencia general para este tema es [6].

Sean Y ~ Z™ un reticuloy V = Y®7Q; V es un espacio vectorial racional de dimensién
n. Notaremos X = Homgz(),Z) al reticulo dual de Y y W = X @7 Q.

DEFINICIONES 1.2. Un cono convezo poliédrico (o simplemente cono) de V' es un con-
junto de la forma C = {ajv1+---+asvs | a; € Q,a; > 0}, donde {v1,...,vs} es un conjunto
finito de elementos de V' que llamamos generadores de C.

La dimension de un cono es la dimension del espacio vectorial que genera.
Si C es un cono de V, su cono duales C¥ :={x € W | x(v) >0 Vv € C}.

Si C es un cono poliédrico. Entonces C¥ C W es un cono poliédrico, generado por
elementos de C¥' N X. Mas atin, (CV)" =C.

DEFINICIONES 1.3. Si C es un cono poliédrico, un subconjunto C’ C C es una cara de
C si existe x € C¥ tal que C' = {v € C | x(v) = 0}.
Una cara de un cono es un rayo extremal (o arista) si es una cara de dimensién uno.

El interior relativo de un cono C es el conjunto C° = {v € C | x(v) > 0 Vx € CV \ Ct},
donde Ct = {x €C" | x(v) =0 Vv € C}.
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Toda cara de un cono es un cono y todo cono tiene un nimero finito de caras. La
intersecciéon de caras de un cono en una cara del cono. Toda cara de una cara de un cono
C es también una cara de C.

Mas atin, si C es un cono, toda cara C’ de C es un cono y esta definida por un elemento
del semigrupo C¥ N X, es decir ¢’ =CN{x =0}, con x eCV N X.

Adema4s el semigrupo CV N X es saturado, i.e.siay € CVNX,cony e X y0<acZ,
entonces y € CV N X.

PROPOSICION 1.15. (Lema de Gordan) Si C es un cono poliédrico racional, entonces
CV N X es un semigrupo finitamente generado.

Demostracién: Ver por ejemplo [6] O

PROPOSICION 1.16. Si C es un cono poliédrico racional, entonces las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

1. C no contiene ningun subespacio vectorial no trivial.

2. Cn(=C)={0}, donde -C ={—v eV |veC}.

3. Eziste x € CV tal que CN {x}*+ = {0}.

4. CV genera a W. O

DEFINICION 1.12. Un cono C es estrictamente convexo si satisface alguna de las con-
diciones de la proposicién anterior.

Si C es estrictamente convexo, entonces C¥ genera a W. Luego C¥ N X genera a X
como grupo.



CAP{TULO 2
Variedades esféricas

1. Definiciones y ejemplos

Se recuerda que G es un grupo algebraico afin reductivo conexo, B = TU es un
subgrupo de Borel de G, donde T es un toro maximal y U un subgrupo unipotente maximal
de G. Si H C G es un subgrupo cerrado, notaremos 7 a la proyeccién canénica 7 : G —
G/H.

DEFINICION 2.1. Diremos que un espacio homogéneo G/H es esférico (o que H es
esférico en () si algin subgrupo de Borel de G tiene una 6rbita abierta en G/H, para la
accién por traslacion a izquierda de B en G/H.

Una G-variedad irreducible X es una variedad esférica si es normal y algtiin subgrupo
de Borel de G tiene una 6rbita abierta en X.

Si X es una variedad esférica y Bz es la 6rbita abierta en X, entonces X = Bz C G,
de donde Gz es una G-érbita abierta en X . Luego toda variedad esférica X contiene como
abierto a Gx ~ G /G, que es un espacio homogéneo esférico.

OBSERVACION 2.1. Como todos los subgrupos de Borel de G son conjugados, si un
subgrupo de Borel tiene una 6rbita abierta en una variedad X, entonces todos los subgru-
pos de Borel tienen una 6rbita abierta en X. Luego si G/H es esférico, existe un subgrupo
de Borel B tal que la érbita abierta de G/H es BeH; de donde se deduce que G/H es
esférico si y solo si existe un subgrupo de Borel B de G tal que BH es abierto en G.

OBSERVACION 2.2. Si X es una variedad esférica, entonces Pk(X) = k. En efecto, si
Bz C X es la érbita abierta, entonces k(X) = k(Bz). Luego, si f € k(X) = k(Bz) es una
funcién racional invariante para la accién de B, tenemos que f(bx) = b~1 - f(z) = f(z),
i.e. f es constante.

DEFINICION 2.2. Sea X una G-variedad normal y x € X . Diremos que el par (X, x) es
una inmersion de G/H con punto base z, si H = G, y Gz = X, es decir G/H es isomorfo
a la érbita G y ésta es abierta en X.

Tenemos entonces una inmersiéon abierta ¢ : G/H — X tal que p(G/H) = Gz, que
induce un isomorfismo ¢* : k(X) — k(G/H). Cuando el contexto sea claro consideraremos
a ( como una inclusién.

TEOREMA 2.1. Si B es un subgrupo de Borel de G y X es una inmersion de G/H, en-

tonces las siguientes propiedades son equivalentes y caracterizan a las inmersiones esféricas
de G/H.

1. B tiene una orbita abierta en X.

2. B tiene un nudmero finito de orbitas en X.

3. B tiene un numero finito de orbitas en G/H.

4. Para todo G-mddulo racional simple M y para todo caracter x de H, se tiene que

dim M < 1.
Demostracion: Ver por ejemplo [4] o [3]. O

Debido a la propiedad 4 propiedad se les llama “sin multiplicidad” a los espacios
homogéneos esféricos.
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OBSERVACION 2.3. Se deduce del teorema 2.1, que toda G-variedad esférica tiene un
numero finito de G-érbitas.

Por otro lado, si X es G-variedad esférica y z € X, entonces Gz es una variedad
esférica, ya que contiene un nimero finito de B-drbitas.

EJEMPLOS 2.1.

1.

Si U C G es un subgrupo unipotente maximal de G, entonces G/U es esférico.

En efecto, si B es un subgrupo de Borel tal que B = TU, la descomposicién de

Bruhat (ver por ejemplo [9]) asegura que B~ B es abierto en G, luego B~ U es un

abierto de G.

Del ejemplo anterior se deduce que todo subgrupo cerrado H de G que contenga

a U, es esférico en G. En este caso se dice que G/H es una variedad horosférica.

En particular G/P, donde P es un subgrupo parabdlico de G, es un espacio

homogéneo esférico. En efecto, como P es parabdlico contiene un subgrupo de

Borel B de G, por lo tanto U C B C P y G/P es una variedad horosférica.

Si M es un G-médulo racional de dimensién finita y m es un vector maximal de

M para la accién de B (ver definicién 1.10), entonces Gm es esférico. En efecto,

Gm ~G/Gp y U C G,

Si G es un toro, entonces B = Gy {e} es esférico en G, i.e. G es una variedad

esférica. Las variedades téricas —variedades normales donde un toro 71" actia con

una érbita abierta—, son variedades esféricas.

Todo grupo reductivo G es esférico, considerado como espacio homogéneo sobre

G x G del siguiente modo: consideramos la acciéon de G x G en G dada por

(a1,a2) - g = argay *, entonces (G x Q). = A(G) = {(a1,a2) € G x G | a1 = az}

yG=(GxG) e~ (GxG)/A(G). La descomposicién de Bruhat asegura que el

subgrupo de Borel (B~ x B) de G x G tiene una 6rbita abierta en G.

Los espacios homogéneos de la forma G/H, donde H es el grupo de puntos fijos

de un automorfismo de G de orden dos, son variedades esféricas (ver [15]). Estas

variedades se llaman variedades simétricas y producen miltiples ejemplos de es-

pacios homogéneos esféricos. El ejemplo anterior (G x G)/A(G)-, es un espacio

homogéneo simétrico.

Los ejemplos siguientes son variedades simétricas:

En G = GL,(k), consideremos O, el grupo de matrices ortogonales. Considere-

mos el siguiente endomorfismo de G: 7 : G — G tal que 7(a) = (a') . Es claro

que 7 es un automorfismo de orden dos y el conjunto de sus puntos fijos es O,,.

Asi GL,,/O,, es un espacio homogéneo esférico.

En G = GLgy(k), consideremos el grupo simpléctico Spa, (k). Es decir el grupo

que consiste de las matrices a € G tales que a!Ma = M, donde M = < _O 7 g >
0o --- 1

yJ= : .. ¢ |.Podemos ver a Spa,(k) como el grupo de puntos fijos

1 --- 0

del automorfismo o : G — G definido por o(a) = M~1(a?)"1 M. Luego Spa, (k)

es esférico en G Loy, (k).

2. Herramientas para la clasificacion

En esta seccion reunimos las herramientas necesarias para la clasificacion de inmersio-
nes esféricas de un espacio homogéneo esférico G/H.

En la subseccién 2.1 definiremos y estudiaremos las valuaciones G-invariantes de una
inmersién esférica.
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En la subseccién 2.2 estudiaremos la estructura de inmersiones esféricas de G/H,
veremos que dicho estudio puede reducirse al estudio de variedades con una tinica orbita
cerrada —inmersiones simples— y luego nos centraremos en el estudio de la estructura de
las inmersiones simples.

En la subseccién 2.3 describiremos X (G/H ), el reticulo de los pesos de B en k(G/H),
y mostraremos cémo ver a las valuaciones como elementos de reticulo dual de X (G/H).

En lo que sigue, consideraremos la accién de G en si mismo —y la de B en G— por
traslaciones a izquierda. H denotara siempre un subgrupo esférico de G y la accion de H
en G serd por traslaciones a derecha; X sera una G-variedad normal irreducible.

Consideraremos la accién de G (y en particular la de B) en k(X) por izquierda dada
por: (c- f)(z) = f(c 'x) para todo ¢,z € G y para toda f € k(X). Por otro lado,
consideraremos la accién de H por derecha en k(G) dada por : (f - a)(x) = f(za™!) para
todo a € H, x € G y para toda f € k(G).

Cuando el contexto sea claro identificaremos k(G/H) con k(G)? -recordar que la
proyeccién canénica 7 : G — G/H induce un isomorfismo 7* : k(G/H) — k(G)"-.

Supondremos a partir de ahora que k[G] es un dominio de factorizacién tnica. Esta
hipétesis no es restrictiva, ya que para todo grupo algebraico GG existe un revestimiento
finito p : G — G tal que k[G] es un dominio de factorizacién tnica (proposicién 1.10).
Sea H = p~'(H) C G, entonces podemos identificar las inmersiones de G/H con las
inmersiones de G/H.

2.1. Valuaciones invariantes. Damos aqui la definicién de valuaciéon G-invariante
de una G-variedad X. Estas valuaciones seran los objetos geométricos que nos permitirdn
clasificar a las variedades esféricas.

Por otro lado estudiamos la correspondencia entre valuaciones G-invariantes de G
y de G/H: el mapa inyectivo 7* : k(G/H) — k(G) induce una correspondencia entre
valuaciones de G y valuaciones de G/H —dada por v — v o 7"~ probaremos (corolario
2.1) que esta correspondencia es sobreyectiva, i.e. toda valuacién invariante de G/H se
“extiende” a una valuacion invariante de G.

Luego desarrollamos herramientas que nos permitiran deducir propiedades de las fun-
ciones racionales de X a partir de propiedades de B-vectores propios de k(X) (i.e. ele-
mentos del reticulo X'(X) ~ X(G/H)) y reciprocamente (proposicién 2.3).

DEFINICION 2.3. Sea X una G-variedad normal y v una valuacién de X. Decimos que
v es G-invariante si v(a- f) = v(f) paratodoa € Gy f € k(X)*.

NOTACIONES 2.1. Notaremos V(X) al conjunto de valuaciones G-invariantes de X,
V =V(G/H) y V(G) al conjunto de valuaciones G-invariantes de G.

Si (X, x) es una inmersién esférica de G/H y ¢ : G/H — X es la inmersién abierta
tal que p(eH) = z, tenemos un isomorfismo ¢* : k(X) — k(G/H). Este isomorfismo
induce una correspondencia biyectiva dada por v — v o ¢*, entre valuaciones de G/H y
valuaciones de X. Cuando no haya lugar a confusiones identificaremos las valuaciones de
G/H con valuaciones de X sin mencionar esta correspondencia.

OBSERVACION 2.4. Si v € V(X) y tiene centro, éste es G-estable. Reciprocamente,
si Z C X es subvariedad cerrada y G-estable, entonces es el centro de una valuacién
G-invariante (ver por ejemplo [10]).

PROPOSICION 2.1. Sea v una valuacion de G. Entonces existe una tnica valuacion
v € V(G) tal que v(f) = v(a- f) para toda f € k(G)* y para todo a € Uy, donde Uy es un
abierto no vacio de G.
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Ezplicitamente, si f € k[G] \ {0}, entonces v(f) = min{v(a- f) | a € G}.

Demostracion: Sea f € k[G]\ {0} y M C k[G] el G-submddulo generado por f. Como
M tiene dimensién finita, existe un entero n; tal que v(h) > ny para todo h € M \ {0}.
Sea ny el entero maximal para esta propiedad y N = {h € M | v(h) > ns}. Entonces N
es un subespacio vectorial propio de M.

Observemos que el conjunto Uy ={a € G| a-f ¢ N} C G es no vacio (si lo fuera ny
no seria maximal) y abierto, ya que es la preimagen del abierto M \ N C M por el mapa
de érbitas a — a - f. Mas ain, a € Uy si y sélo si v(a- f) = ny.

Si f € k[G], definimos 7(f) = ny = v(a - f) para todo a € Uy.

Si g =12 € k(G)*, con hy, hy € k[G] \ {0}, definimos »(g) = #(h1) — v(h).

Probemos que 7 es una valuacién G-invariante:

Sean f,h € k(G)\ {0} tales que f+h #0,sia € UsNU,NUyyp, entonces (f +h) =
via-(f+h) =v((a-f)+(a-h))=min{v(a-f),v(a-h)} =min{z(f),v(h)}.

Sean f,h € k(G) \ {0}, si a € Uy N Uy N Uy, entonces v(fh) = v(a- fh), de donde
v(fh) =v((a- f)la-h)) =v(a-f)+va-h)=ov(f)+v(h).

Es claro que v es nula sobre k*.

Observemos ademds que para todo a € G vale (Uy.¢)a = Uy. Luego, si ¢ € U,.y,
entonces v(a - f) = v(ca- f) = v(f).

Por construccion, si f € k[G] \ {0}, 7(f) = min{v(a- f) | a € G}. O

OBSERVACION 2.5. La proyeccién 7 : G — G/H induce una extensién de cuerpos
1 k(G/H) — k(G), por lo que toda valuacién en V(G) induce una valuacién en V(G/H)
mediante restriccién a k(G/H). Explicitamente, si v € V(G), entonces v o 7* € V(G/H).
Reciprocamente, el corolario siguiente nos permite extender toda valuacién perteneciente
a V(G/H) a una valuacién en V(G).

COROLARIO 2.1. Si H es un subgrupo de G yv € V(G/H), existe v € V(G) tal que
v=vom".

Demostracién: Tenemos una extensién de cuerpos 7* : k(G/H) — k(G), luego existe
una valuacién 7 de G que extiende a v (ver proposicién 1.7), que podemos suponer G-
invariante gracias a la proposicion 2.1. O

PROPOSICION 2.2. Sean f € k[G] y M el G-submddulo de k[G] generado por f. En-
tonces para toda v € V(G) se cumple que:

v(f) = minfu(h) | he P} {0}

Demostracion: Si h € M \ {0}, entonces v(h) > min{v(a- f) | a € G} = v(f), luego
v(f) < min{v(h) | hePM\{0}}.

Como M esta generado -como G-médulo- por (B)M (ver corolario 1.2) tenemos que
[ =>wea > a- fi, donde f; € (B)M para todo i = 1,...,n, de donde deducimos que
v(f) > min{v(a- fi) | a € G,i =1,...,n} = min{v(f;) | i = 1,...,n} y por lo tanto
v(f) > mi{v(h) | h e BIM\ {0}}. O

COROLARIO 2.2. Sean v € V(G/H), f € k(G) y h € BIk(G)H) tales que fh € k[G].
Si M C Kk[G] es el G-submddulo generado por fh, entonces Mh~! C k(G)H y v(f) =
min{v(f) | € P\ {0}}.

Demostracion: Como las acciones de G y de H en k(G) conmutan, los elementos de
M son vectores propios para H, de igual peso que h, luego Mh~! C k(G)? =k(G/H).
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Por el corolario 2.1, v se puede extender a v € V(G) y por la proposiciéon anterior
aplicada a 7 y a fh tenemos v(fh) = min{v(f’) | [ € M \ {0}}. Luego, v(f) =
v(fh)—v(h) = min{z(f) | f € PIM\{0}}-v(h) = mm{V( O 1 fe®M\{o}). O

Suponemos de ahora en més que G/H es un espacio homogéneo esférico con punto
base x = eH.

DEFINICION 2.4. Sea D = D(G/H) el conjunto de divisores primos B-estables de
G/H; los elementos de D se llaman colores de G/H.

Como G/H es esférico, tiene un nimero finito de B-6rbitas, luego D es un conjunto
finito. Por otro lado, para cada D € D, vp es una valuacién B-invariante de G/H.

PROPOSICION 2.3. Sea fo € k|[BH/H| y vy € V. Entonces existe f € Bk(G/H) tal
que:

» 1o(f) = vo(fo)-
v(f) >v(fo), YveV.
= vp(f) = vp(fo), VD € D.

Demostracién: Recordemos que estamos suponiendo que k[G] es un dominio de facto-
rizacién dnica. Entonces todo divisor de G es un divisor principal (proposicién 1.6).

En el caso en que Vz(ﬂ'*(%)) = 0, para todo Z divisor B-estable de G, tenemos
que vz(m*(fo)) = 0 para todo divisor Z tal que Z C G \ BH, de donde deducimos que
7*(fo) € k[G]* (corolario 1.1). En ese caso, la proposicién 2.2 aplicada a 7*(fy) y a una
extensién 7y € V(G) de vy, asegura que existe f € BIk[G]H tal que vy(fo) = vo(n*(fo)) =
70(f) = vo(f) y si 7 € V(G), entonces o(7*(fo)) = min{z(h) | h € BM\{0}}, donde M
es el G-médulo generado por 7*( fo). Deducimos entonces que v(7*(fy)) < v(f) para toda
v € V(G). Luego, si v € V y v € V(G) extiende a v, tenemos que v(fy) = v(7*(fo)) <
v(f) = v(f)-

Si D € D, afirmamos que vp(fy) = 0. En efecto, si vp(fy) # 0, existe una componente
irreducible Z (B-estable) de m=1(D) tal que vz(7*(fy)) # 0. Por otro lado, observemos
que vp(f) >0, ya que f € k[G]H, luego vp(f) > vp(fo).

En el caso en que existen divisores primos B-estables de G tales que Vz(ﬂ'*(%)) # 0,
i.e. el divisor de W*(%) tiene parte B-estable, usando la proposicion 1.11 podemos construir
h e Bk (G)( ) de modo que el divisor de h sea exactamente la parte B-estable del divisor
de 7 (f ). Luego vz (w (f—lo)) = vy (h) para todo divisor B-estable de G.

Afirmamos que 7*(fo)h € k[G]. En efecto, observemos que como h es (B x H)-vector
propio, es regular en BH, luego 7*(fo)h € k|BH]|. Ademés si Z C G \ BH es un divisor
B-estable de G, entonces vz(7*(fo)h) = 0 por construccién de h. Luego, el corolario 1.1
asegura que 7*(fo)h € k[G].

Sea M el G-submédulo de k[G] generado por 7*( fo)h; el corolario 2.2 aplicado a 7*(fp)
y a h asegura que existe f € (B) M tal que: fﬁ, € k(G)H y vo(7*(fo)) = ol /) Probaremos
que f := %’ e Blk(G)M satisface lo requerido.

Seav € Vy v € V(G) una extension de v a k(G). La proposicién 2.2 aplicada a 7*(fo)h
wegarn o () < ), ntonces ) =" (o))—5(0) < /)70 = v(£),

h
Por ltimo, si D € Dy vp(fo) > vp(f), entonces I/D( 0) > 0y {2 tiene un cero a lo
) >

largo de D. Entonces existe una componente irreducible Z de 7 ~1(D) tal que vz (= f o)
0; luego vz (m*(fo)) > vz(f) = vz(f') — vz(h) > —vz(h) -esta tltima desigualdad se
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debe a que f’ € k[G]-. Hemos encontrado entonces un divisor B-estable Z C G tal que
vz(m*(fo)h) > 0, lo que contradice la eleccién de h.

O

2.2. Variedades esféricas simples. Mostraremos en esta subsecciéon que toda va-
riedad esférica X es unién de G-variedades esféricas simples, que son abiertos de X (lema
2.1). Luego analizaremos la estructura de las variedades simples. Probaremos que si X es
una variedad esférica simple de 6rbita cerrada Y, entonces existe un abierto afin, B-estable
(que notaremos X)) que corta a todas las 6rbitas de la variedad. Luego X = G X, es decir
que podemos cubrir a X por trasladados de estos abiertos afines. Ademés Xy contiene
a la B-6rbita abierta Bx de X y X \ Bz es unién de divisores B-estables que contie-
nen a Y. Esta tultima propiedad es la que nos permite asociarle objetos combinatorios a
las variedades simples —le asociaremos una valuacién del cuerpo k(X) a cada divisor de
Xo \ Bx—.

DEFINICION 2.5. Una G-variedad se dice simple si contiene una tinica G-6rbita cerrada.

LEMA 2.1. Toda G-variedad esférica se puede recubrir por G-variedades esféricas sim-
ples.

Demostracion: Sea X una G-variedad esférica e Y una G-6rbita de X, definamos
Xy ={2€X|Y CGz}.
Entonces X = |J Xy, donde Y recorre todas las G-6rbitas de X. Es claro que Xy g es G-
estable. Para probar que Xy ¢ es abierto en X es suficiente mostrar que X\ Xy,g = Uy Gy,
cony € X \ Xy,g. En efecto, como X es esférica, esta unién es finita, por lo que X \ Xy ¢
es cerrado en X. Sea z € Gy con y € X \ Xy a, entonces Gz C Gy, luego z € X \ Xya.
Si Bz es la B-érbita abierta de X, entonces Y C Gz = Bz = X, en particular
Bx C Xy,g. Luego Xy g es una variedad esférica.

Ademas Xy contiene a Y como tunica 6rbita cerrada: sea Gz una 6rbita cerrada de
Xy,q, entonces Y C Gz N Xy,g = Gz, luego Y = Gz. U

NOTACION 2.1. Si X una G-variedad esférica simple, con érbita cerrada Y, definimos
Xyp:={2€ X |Y C Bz}.

PROPOSICION 2.4. Sea X una G-variedad esférica simple, con drbita cerrada Y. En-
tonces Xy,p es un abierto B-estable de X. En particular, Xy, contiene a la B-orbita
abierta de X.

Para todo z € X, Xy NGz contiene a la B-érbita abierta de Gz. En particular, la
B-orbita abierta de Y estd incluida en Xy,g NY y es la tinica B-orbita cerrada de Xy p.

Demostracion: Como B tiene un ntumero finito de dérbitas en X, usando el mismo
argumento de la prueba del lema 2.1 se muestra que Xy, p es abierto en X.

Sea z € X, como Y es la tnica drbita cerrada de X, tenemos que Y C Gz. Sea By la
B-6rbita abierta de Gz, entonces By = Gz, luego Y C By, esto es By C Xy,g N Gz. Por
otro lado, By y Gz son abiertos de Gz, por lo tanto se cortan y By C Xy, NGz.

Sean Y la B-6rbita abierta de Y y 2 € Xy p tal que Bz es cerrado en Xy, g. Entonces
Y§CYOXY,BCEHXY,B:Bz,dedondngsz. O

NOTACION 2.2. Sea X una variedad esférica simple de drbita cerrada Y. Notaremos
D(X) al conjunto (finito) de divisores B-estables de X y Dy (X) C D(X) al conjunto de
los divisores que contienen a Y.
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PROPOSICION 2.5. Sea X wuna variedad esférica simple con drbita cerrada Y. Sea
Xo:= X \UD, donde D recorre el conjunto D(X) \ Dy (X). Entonces:

1.
2.

3.

Xy es un abierto afin B-estable de X ;

Xy,B C Xo, en particular Xo contiene a la B-drbita abierta de X y corta a toda
G-orbita de X (i.e. X = GXp);

XQﬂY:XY,BﬂY:YBg.

Demostracion:

1.

Sea X1 C X el abierto afin B-estable dado por la proposicién 1.13. Como X7 es
afin, X'\ X1 es unién de divisores B-estables. Mas atin, éstos divisores no contienen
aY (siY C D, entonces Y C X \ Xy, pero Y N X, # ). Luego Xo = X7 \U D,

donde D recorre los divisores B-estables de X tales que Y ¢ D

Ademsds, la B-6rbita abierta de X estd contenida en X7, ya que si x € Xj,
entonces Bx C X \ X;.

Sea vy € V(X) la valuacién asociada a Y. Como X es afin, existe fy € k[X1]
tal que vy(fo) = 0y vp(fo) > 0 para todo D divisor B-estable de X; tal que
Y ¢ D¥ (i.e X1\ Xo C {fo = 0}). Ademds, por la proposicién 2.3 podemos
suponer que fy € (B)k[Xl].

Afirmamos que Xg = {z € X7 | fo(z) # 0}, luego X es afin. En efecto, es
claro que si z € X1 y fo(z) # 0, entonces z € X(. Para probar la otra inclusién
observemos que si D es un divisor B-estable de X tal que D N Xy # (), entonces
Y C EX, luego Y N X7 C EX N Xy = D y por lo tanto m,,, C m,,. Si z € Xy
y fo(2) = 0, existe un divisor D de Xy tal que vp(fo) > 0, de donde fy € my,
y vo(fo) > 0, lo que contradice nuestra eleccién de fy. Hemos probado entonces
que X es afin y k[Xo] = k[X1]y,.

Si z € X\ Xo, entonces Bz C X \ X, luego Y ¢ Bzy 2z ¢ XyB.

Probaremos que si f; € B)k[XoNY]y fi es no nula, entonces f; es invertible en
XoNY:si fi € Bk[XoNY], existe n € N tal que fofi € (B)k[X1NY] y por nuestra
eleccién de X; (proposicién 1.13) existe f € (Pk[X;] tal que fixiny = fofi-
Afirmamos que fx, es invertible, luego fi es invertible. En efecto, si fix, no
es invertible existe un divisor B-estable D de Xy tal que f € m,,; como ya
observamos antes, en ese caso m,,, C my,, luego f € m,, y f se anula en Y N Xj.
Pero como fy no tiene ceros en Y, deducimos que f; es nula en XoNY, lo que
contradice nuestra eleccion de f1. Luego f|x, —y por lo tanto f1— es invertible.

Por 2) tenemos que Y5 C Xy,pNY C XgNY.Si Y5 C XoNY, consideramos
el cerrado B-estable (XoNY)\ Yg y sea I C k[XoNY] suideal. Por el teorema
de Lie-Kolchin, existe f € I tal que f € Bk[XoNY]y f‘Xomy\yBo = 0, pero
ya probamos que en ese caso f es invertible. Luego Y5 = Xy NY, de donde
YB? :nyBﬂY:XQﬂY.

O

OBSERVACION 2.6. Si X = G/H =Y y BH/H esla B-6rbita abierta de G/H, entonces
BH/H =Y5 = XoNY = Xy. Luego BH/H es afiny (G/H) \ (BH/H) es unién de los
divisores primos B-estables de G/H.

2.3.

El reticulo X (G/H). Sea G/H un espacio homogéneo esférico. En esta seccién

centramos nuestra atencién en el reticulo X' (G/H ), formado por los pesos de B en k(G/H),
y mostramos cémo asociar a una valuacién de G/H un morfismo de grupos de X(G/H)

en 7.

OBSERVACION 2.7. Observemos que el conjunto Bk(G/H) \ {0}, formado por los B-
vectores propios de k(G/H) es un subgrupo abeliano del grupo multiplicativo de k(G/H).
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Sea X = X(G/H) el conjunto de pesos de B en k(G/H). Entonces X(G/H) C X(B)
es un subreticulo de X'(B). Mas atin, el mapa (B)k(G/H) — X(G/H) dado por f + X es
un epimorfismo de grupos, cuyo nicleo es Pk(G/H), que por ser G/H esférico se reduce
a k* (ver observacién 2.1).

Obtenemos entonces una sucesion exacta de grupos:

1 —k* — BKk(G/H) - X(G/H) — 0

Por otro lado, observemos que toda valuacién v de G/ H se restringe a un homomorfis-
mo de (B)k(G/H) en Z que es nulo sobre k*. Luego v induce un homomorfismo de grupos
p(v) : X(G/H) — Z, definido por p(v)(xf) = v(f).

DEFINICION 2.6. Notamos V = V(G/H) := Homg(X(G/H),Z) ®z Q. Observemos
que V es un espacio vectorial racional de dimensién igual al rango de X'(G/H). Si W es
el dual de V, entonces W ~ X (G/H) ®z Q.

En este contexto la observacién 2.7 asegura que existe un mapa p del conjunto de
valuaciones de G/ H al espacio vectorial V', dado por p(v)(xf) = v(f). El siguiente corolario
nos permite identificar  con su imagen p(V) C V. De ahora en més no haremos distincién
entre elementos de V y elementos de p(V).

COROLARIO 2.3. La restriccion del mapa p a 'V es inyectiva.

Demostracién: Como BH/H es un abierto afin de G/H (ver observacién 2.6), toda
valuacién en V queda determinada por su restriccion a k[BH/H]. Sean v, € V tales que
v # 1V, entonces existe f € k[BH/H] tal que v(f) # v/'(f), supongamos que v(f) < v/(f).
La proposicién 2.3 aplicada a v asegura que existe g € B)k(G/H) tal que v(g) = v(f) y
V'(g) > V'(f) para toda v/ € V. Luego p(v')(xg) > p(v)(xg) i.e. p(v') # p(v). O



CAP{TULO 3
Clasificacion de las inmersiones esféricas simples de G/H

En este capitulo estudiamos las inmersiones simples de un espacio homogéneo esférico
G/H y obtenemos una biyeccién entre inmersiones esféricas simples de G/H y conos
coloreados estrictamente convexos de (V, V).

En la seccién 1 le asociamos datos combinatorios a una inmersién esférica simple y
probamos que estos datos determinan a la inmersién.

En la seccién 2 definimos cono coloreado de (V,V) y obtenemos una biyeccién entre
conos coloreados e inmersiones simples de G/H.

1. Caracterizacion de las inmersiones esféricas simples

Sea X una inmersién simple de G/ H; en esta seccién le asociaremos a X un cono de V
y un conjunto finito de elementos del reticulo Homy (X', Z). Probaremos que estos objetos
determinan —salvo isomorfismos G-equivariantes— a la inmersién (teorema 3.2). Para esto
estudiaremos el conjunto Dy (X) de los divisores B-estables de X que contienen a la tinica
orbita cerrada Y de X.

Sea X el abierto afin B-estable de X dado por la proposiciéon 2.5. Como primer
paso hacia la clasificacién de inmersiones probaremos que las funciones regulares de este
abierto pueden caracterizarse en términos de la B-érbita abierta de X y de los divisores
en Dy (X) (proposicién 3.1). Este hecho es la clave para demostrar que la inmersién queda
determinada por Dy (X) (teorema 3.1).

Luego ordenaremos los datos de Dy (X) en un par (Cx,F(X)) —donde Cx es un cono
de V'y F(X) son los divisores de Dy (X) que no son G-estables (colores)-y demostraremos
que este par determina a la inmersién (teorema 3.2). Una vez hecho esto, mostraremos
que las funciones regulares del abierto Xy que son B-vectores propios, son exactamente
los generadores del cono dual CY (teorema 3.3). Ademés traduciremos propiedades de
las valuaciones de k(X) consideradas como tales, a propiedades de dichas valuaciones
consideradas como elementos del cono Cx.

Como en el capitulo 2, G/H denotara un espacio homogéneo esférico y (X, z) una
inmersién esférica simple de G/H, de érbita cerrada Y C X. Como ya hemos observado,
en este caso Gxr ~ G/H es un abierto de X, luego k(X) ~ k(G/H) y V(X) se identifica
con V. Mas ain, el corolario 2.3 nos permite ver a V(X)) como un subconjunto de V.

Recordemos que Xog = X \ |J D, donde D recorre el conjunto D(X) \ Dy (X).

PROPOSICION 3.1. Si X es una inmersion esférica simple con drbita cerrada Y y
f e k(X). Entonces f € k[Xo| si y solo si f € k[Bz| yvp(f) > 0 para toda D € Dy (X).

Demostracion: Probaremos que Xo \ Bx = |JD N Xy, donde D recorre el conjunto
Dy (X). Como Bx es afin, Xy \ Bz es unién de divisores B-estables de X (proposicién
1.8). Luego X\ Bz = |J DN Xy, donde D recorre los divisores de X tales que DN X # ()
y por definicién de X, DN Xo # @ siysélosiY C D.

27
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Como X es normal, una funcién f € k[Xy] si y sélo si f € k[Bz] y vp(f) > 0 para
toda F' componente de Xy \ Bz (corolario 1.1). Luego f € k[X] si y sélo si f € k[Bx] y
vp(f) = vpnx,(f) > 0 para toda D € Dy (X). O

OBSERVACION 3.1. Si D € Dy (X), entonces o bien la interseccién de D con el abierto
G/H C X es no vacia, o bien D es una componente irreducible de X \ G/H y por lo tanto
es G-estable. En el primer caso, DN G/H € D no es G-estable (si lo fuera G/H C D), en
el segundo D es G-estable, por lo que vp € V(X) = V. Luego, la érbita cerrada Y C X
determina dos conjuntos:

F(X):={D e Dy(X)| DNG/H % 0},

que se identifica con el conjunto de los divisores B-estables (no G-estables) de G/H que
contienen Y en su clausura en X (observacién 1.2) y

B(X):={D € Dy(X) | D es G-estable }.

A partir de ahora llamaremos indistintamente F(X) (respectivamente B(X)) al conjun-
to de divisores en F(X) (respectivamente B(X)) y al conjunto de las valuaciones asociadas
a estos divisores.

OBSERVACION 3.2. Las valuaciones asociadas a divisores de B(X) son G-invariantes,
mientras que las asociadas a divisores de F(X) son solamente B-invariantes.

TEOREMA 3.1. Una inmersion simple (X, x) de G/H estd determinada, a menos de
isomorfismos G-equivariantes, por el par Dy (X).

Demostracién: Sea (X',z') otra inmersién simple de érbita cerrada Y’ con iguales
datos, i.e. Dy (X) y Dy/(X') vistos como subconjuntos de valuaciones de k(G/H) coin-
ciden. Sean ¢1 : G/H — (X,z) y 2 : G/H — (X', 2') las correspondientes inmersiones
abiertas G-equivariantes. Entonces ¢1(BH/H) = Bx 'y w2( BH/H) = Ba'. Estas inmer-
siones inducen isomorfismos ¢ : k(X) — k(G/H) y ¢35 : k(X') — k(G/H) que satisfacen:
o1(k[Ba]) = K[BH/H] y o3([Ba")) = k[BH/H].

Por otro lado, observemos que la hipdtesis se traduce en:

(wopi lveDy(X)} = W os™ [V € Dy (X)),

Sea ¢* = @t 13 Observemos que si f € k(X') es tal que v/(f) > 0 para toda v/ €

Dy/(X') y siv € Dy(X), entonces v(p*(f)) = vop; ' (g5(f) = v ows (@3(f)) =V (f),
para alguna valuacién v/ tal que v/ € Dy/(X"), luego v(o*(f)) > 0.

La proposicién 3.1 asegura que
" (k[Xo]) = " ({f € k[Ba'] | v(f) = 0 Vv € Dy/(X')}) =
{f €k[Bz] | v(f) > 0 Vv € Dy(X)} = k[X],

de donde deducimos que ¢* es un isomorfismo entre k[X{] y k[Xo] que podemos extender
a un isomorfismo ¢* entre k(X’) y k(X). Obtenemos entonces una aplicacién racional
G-equivariante ¢ : X --» X' definida en X y tal que ¢|x, : Xo — X{ es un isomorfismo.
Como X = GXy y X' = GX{j, podemos extender ¢ —de forma G-equivariante— a un
isomorfismo de X en X'. O

Queremos ahora describir todos los pares (B(X),F(X)) que aparecen asociados a
inmersiones esféricas simples de G/H.

DEFINICION 3.1. Sea Cx el cono poliédrico de V' generado por p(F(X)) y B(X).
Observar que, haciendo uso del corolario 2.3, estamos identificando B(X) a p(B(X)) C V.

OBSERVACION 3.3. Cx es un cono poliédrico racional, ya que estd generado por un
numero finito de elementos del reticulo Homz (X, Z).
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La siguiente proposicién muestra que B(X) puede ser recuperado a partir de Cx y
p(F(X)). Luego toda inmersién esférica simple de G/H estard determinada, a menos de
isomorfismos G-equivariantes, por el par (Cx, F(X)).

PROPOSICION 3.2. Las semirrectas Qtv, con v € B(X) son exvactamente las aristas
de Cx que no contienen puntos de p(F(X)).

Demostracion: Sea v € B(X) y D € Dy (X) el divisor G-estable de X tal que v = vp.
Como X es afin, existe f € k[Xo] tal que vp/(f) > 0 para todo D' € Dy (X) distinto de D
y vp(f) = 0. La proposicién 2.3 asegura que existe g € Bk(G/H) tal que v(g) = v(f) =0
y V' (g) > V' (f) > 0 para toda v/ € B(X) U F(X) distinta de v. Esto es x4(v) = 0y
Xg(p(v")) > 0 para toda v/ € B(X) U F(X) distinta de v.

Hemos obtenido x4, € Cy N X tal que Qv = Cx N {xy, = 0}, lo que muestra que
Qv es una arista de Cx. Ademds si qv = p(V/) con v/ € F(X) y q € QF, entonces
xg(qv) = xq(p(¥")) > 0, de donde x4(r) > 0, lo que contradice la eleccién de g. Luego
Q*v no contiene puntos de p(F(X)).

Reciprocamente, toda arista de Cx se puede suponer generada por v € B(X)Up(F (X)),
si ademds esta arista no contiene puntos de p(F(X)), es Qtv, con v € B(X). O

Hemos probado que el mapa que asocia a cada variedad esférica simple X el par
(Cx,F(X)) es inyectivo; resumimos estos resultados en el siguiente teorema:

TEOREMA 3.2. La inmersion simple (X, x) estd determinada a menos de isomorfismos
G-equivariantes, por el par (Cx,F(X)).

Demostracion: Se deduce directamente de la proposicién anterior y del teorema 3.1. [

TEOREMA 3.3. Sea X wuna inmersion simple de G/H con drbita cerradaY yv € V.
Entonces:

1. Bk[Xo] = {f € PIk(G/H) | x5 € Cx}.

Ademds f € PXk(G/H) es invertible en X si y sdlo si x; € Cx.
2. FEl centro de v en X existe si y solo siv € Cx.
3. Elcentro dev esY siy solo siv e Ck.

Demostracion:

1. Por la proposicién 3.1, una funcién racional f € Blk(G/H) pertenece a (Bk[X]
siy sélosi xr € Cy.
Observemos ademds que como CyNX en un generador de CY;, entonces el conjunto
{xs | f € PKk[Xo]} es un generador de C¥.
Por otro lado f € (P)k(G/H) es invertible en X si y s6lo si f,% e Bk[Xy],
si y sélo si v(f) =0 para toda v € Cx, o sea xy € Cx.
2. Observemos primero que el centro de v existe si y sélo si k[Xo] C O,:
Si el centro de v es Z (G-estable), entonces Z = Z N Xy # 0 (ya que X corta
a toda G-6rbita) y Z es el centro de v vista como valuacién de la variedad afin
Xo, luego k[ Xo] C O,. Reciprocamente, si k[ Xo] C O,, v —como valuacién de Xo—
tiene centro Z C Xg, y Z~ es el centro de v vista como valuacién de X.
Probaremos que k[Xo] € O, si y sélo si Bk[Xo] C O,, de donde se deduce
que v tiene centro si y sélo si (B)k[Xo] C Oy, que por la parte 1. es equivalente a
Ve (C}/()V =Cx.
Supongamos que Pk[Xo] € O,; si fo € k[Xo], la proposicién 2.3 asegura
que existe f € Bk(G/H) tal que v(f) = v(fo) y V' (f) > V/(fo) para toda
V' e F(X)UB(X). Como v'(fy) > 0 para toda v/ € F(X) U B(X), tenemos que
f e BKk[Xo]; por lo tanto v(fo) = v(f) >0, ie. fo € O,.
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Observemos que v € C% si y sélosi {x € CYy NX | x(v) =0} = Cx.

Si v € VN Cyx tiene centro Y, entonces Y N X estd definido por el ideal
k[Xo] Nm,. Sea f € Pk[X]\ {0} (i.e. x5 € CY¥ NX) tal que v(f) = 0; entonces
f ¢ k[Xo]Nm,, es decir f no se anula en Y N Xy, y por lo tanto tampoco en Xj.
En efecto, si z € X es tal que f(z) = 0, entonces f se anula en un divisor de X,
por lo que existe un divisor B-estable D que contiene a Y tal que vp(f) > 0, de
donde vy (f) > 0y f se anularia en Y N Xy. Luego f es invertible en Xy, esto es
Xs € Cx.

Hemos probado que si xy € Cy N X es tal que v(xy) = 0, entonces xs € C)l(,
de donde v € C%.

Si v € C%, entonces v € VN Cx y por 2. v tiene centro G-estable Z, que
debera contener a la tnica érbita cerrada Y. Supongamos que Y C Z, entonces
YNXyoC ZNXp (sino fuera asi Y = YNXyg = ZN Xy = Z), luego existe
fo € k[Xo] tal que fo € I(Y NXo) y fo & I(ZN Xo) =Kk[Xo] Nm,, i.e. fo es nula
enY =Y N X,y v(fo) = 0. La proposicién 2.3 asegura que existe f € (BF)k(G/H)
tal que v(f) = v(fo) = 0y /(f) > ¥'(fo) ¥/ € B(X) U F(X). Pero /(fy) > 0
para todo v/ € Cx, ya que fo € k[Xj], de donde x; € C¥.

Sea vy la valuacion de centro Y, la parte 2. asegura que vy € Cx, ademas,
por nuestra eleccién de fy tenemos que vy (fy) > 0, de donde vy (f) > 0. Hemos
obtenido asi x; € Cy \ Cx tal que x #(v) =0, lo que contradice el hecho de que
veCls. Luego Z =Y.

O

Como corolario de la prueba del teorema anterior tenemos el siguiente resultado, que

usaremos en repetidas ocasiones.

COROLARIO 3.1. Sean vg € Cx NV y Z' el centro de vy. Entonces Z' contiene una

G-drbita abierta Z que satisface la siguiente propiedad: si D es un elemento de Dy (X),
Z ¢ D siy sélo si existe f € Bk[Xy] tal que vo(f) =0 y vp(f) > 0.

Demostracién: Z' C X es un cerrado G-estable, entonces contiene un nimero finito de

G-6rbitas y por lo tanto contiene una G-6rbita abierta Z (ver proposicién 1.4).

Observemos que Z ¢ D siy sélo si k[Xo] Nm,, ¢ k[Xo] N'my, ie. existe f € k[X(]

tal que vp(f) > 0y v(f) = 0. Por la proposicién 2.3 la ultima condicién es equivalente a
que exista f € (BIk[Xo] tal que vp(f) > 0y vo(f) = 0. O
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2. Clasificacién de inmersiones esféricas simples

Esta seccion esta dedicada a probar uno de los resultados mas importantes del trabajo:
existe una biyeccion entre clases de isomorfismo de inmersiones esféricas simples de G/H
y conos coloreados estrictamente convexos de V(G/H) (teorema 3.4). Comenzamos dando
la definicién de conos coloreados y luego, haciendo uso de las herramientas que hemos
desarrollado hasta ahora, probamos el teorema.

DEFINICION 3.2. Un cono coloreado de (V,V) es un par (C,F), donde C CV y F C D
verifican las siguientes propiedades:

C1: C es un cono generado por p(F) y un ndmero finito de elementos de V.
C2: C°NV #0.
Los colores son los elementos de F.
Un cono coloreado se dice estrictamente convexo si:
SC: C es estrictamente convexo y p(F) no contiene al origen.

Para construir, a partir de un cono coloreado estrictamente convexo (C,F) de (V,V)
una inmersién esférica simple X de G/H tal que (Cx,F(X)) = (C,F), necesitamos estu-
diar ciertas algebras que aparecen asociadas a (C, F).

DEFINICION 3.3. Sea (C, F) un cono coloreado estrictamente convexo, notaremos A¢ C
V U p(F) al conjunto de generadores de las aristas de C. Definimos
Ec = {f € K[BH/H] | v(f) > 0¥ v € p~ (Ac) N F} U {0}
Ac={f €& | v(f) > 0Vve AcNV}U{0}
Observemos que A¢ y & son subdlgebras de k[BH/H], por lo tanto son dominios de
integridad.

LEMA 3.1. Con la notacién de la definicién 3.3, existe go € BIK[G]H) tal que

== @ Ny

90
TLZO gE(B)k[G]nI;?

donde N(g) es el G-médulo racional generado por g y x es el peso de gy para la accion de
H. Mas atn, la unidn es creciente.

Demostracion: Consideremos el conjunto

Do := ((G/H)\ (BH/H))\ |J D
DeF
Dicho de otro modo, Dy es la unién de los divisores primos B-estables de G/H que no
estan en F. Por la proposicién 1.11 —aplicada a B x H-, existe gg € Pk[G]") tal que
{90 = 0} = (D).
Si f € &, los polos de f estdan en Dy, luego existe n > 0 tal que gg f € k[G]. Es claro

que g4 f tiene peso ny, luego gi f € k[G]g;). Hemos probado que & = U5 %k[G]Sg).

Dado que las acciones de G y H conmutan, k[G]gg) es un G-médulo racional, por lo

tanto estd generado —como G-médulo— por B-vectores propios, i.e.

kG = & N(gHw.
geBK[G
(H) g

Mas auin, observemos que si g,h € (B)k[G]nX tienen igual peso para B, entonces 3 €
Bk(G/H) =k, de donde g € N(h), luego k(g) = 1 para todo g.
Sim >ny gy f € k[G] tiene peso ny, entonces gi'f € k[G] y tiene peso my, luego

%k[G]g;) C #k[G]g{Q, i.e. la unidn es creciente. O
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OBSERVACION 3.4. Como C es un cono poliédrico el lema de Gordan (proposicién
1.15) asegura que el semigrupo C¥ N X admite un nimero finito de generadores. Sea
{Xg1+---+Xg.} un conjunto de generadores para C¥ N X, con gi,...,g, € (B)k(G/H). Es
claro que g; € &¢, luego el lema 3.1 asegura que para cada ¢ existe n; > 0 tal que g; = %,

con h; € (B)k[G]q(ng Sea n = max{n; | i = 1,...,r}, entonces para ¢ = 1,...,r tenemos
que g; = fl , con f; € B)k[G]( ),

LEMA 3.2. Para cada m, el subespacio Ny, := {f € k[G ]mx \ V(im) >0VveAcNV}

es un G-submddulo de k[G]g{g.

Mas ain, para cada m

ecv

X_g
L
90

Demostracion: Queremos probar que si a € G, f € N, y v € A¢ NV, entonces
V(%) > 0. Sea 7 € V(G) una extensién G-invariante de v a k(G) (corolario 2.1), entonces

V(%):Ij(%):ﬂ(a~f)—ﬂ(ggb):ﬂ(f)_g(go ) I/( xf ) > 0.
Sea N, =@ N (g)kz(g% con g € (B)N,,, una descomposmlon del G-moddulo racional NV,,.

Como N,, C k[G]%ﬁ, del lema 3.1 deducimos que k(g) = 1 para todo g € (B)N,,. Por otro
lado observemos que si g € B)N,,, entonces o (B)k(G/H) y sus polos estdn en Dy,
luego 1/( ) > 0 para toda v € A¢, de donde X eCVnNAi. O

LEMA 3.3. El cuerpo de fracciones de Ac es k(G/H).

Demostracion: Sea g € k| BH/H]. Por SC existe f € CYNX tal que v(f) > 0 para todo
v € Ac y como los generadores de C son un nimero finito, existe un entero positivo m tal
que v(gf™) > 0, para todo v € A¢, i.e. gf™ € Ac. Entonces g = gf esté en el cuerpo de
fracciones de A¢. Luego k[BH/H| C [Ac] C [k[BH/H]], de donde [A¢] = k[BH/H]]. O

TEOREMA 3.4. La aplicacion (X, z) — (Cx,F(X)) es una biyeccion entre clases de
isomorfismo de inmersiones simples de G/H y conos coloreados estrictamente converos

de (V, V).

Demostracion: Si (X, z) es una inmersién simple entonces por definicién Cx satisface
C1. Sea Y C X la G-6rbita cerrada de X, entonces vy es una valuaciéon G-estable que
tiene por centro a Y, luego el teorema 3.3 asegura que vy € C° NV, lo que prueba C2.

Para probar SC consideremos en Xy, el cerrado B-estable X \ Bz. Por el teorema de
Lie-Kolchin el B-médulo I(Xp\ Bx) contiene un B-vector propio, es decir f € (B)k[X,] (o
equivalentemente xr € CY,) y J1xo\Bz = 0. Como vimos en la prueba de la proposicién 3.1,
Xo \ Bx =D N Xy, con D € Dy(X), luego vp(f) > 0 para todo D € Dy (X). Hemos
probado que existe x5 € Cy tal que xf(v) > 0 para todo v € Cx i.e. Cx es estrictamente
convexo.

El teorema 3.2 asegura que la correspondencia que asocia a cada variedad esférica
simple X el cono coloreado (Cx, F (X)), es inyectiva.

Probaremos ahora que la correspondencia es sobreyectiva. Dado un cono coloreado
(C,F), construiremos una inmersién simple X de G/H tal que (Cx, F(X)) = (C,F).

Sea {x1,---,Xr} un conjunto de generadores de C¥ N X. Para cada i sea g; € k(G/H)

un B-vector propio de peso ;. La observacién 3.4 asegura que existe n € N tal que ¢g; = %,

con f; € B)k[G]%X) ¥ go como en el lema 3.1.
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Definimos fy := g{/. Observemos que fo(e) # 0: si fo(e) = 0, entonces fy serfa nula en
BH (porque es un B x H-vector propio), y como BH es un abierto de G, fj serfa nula.

Notaremos N al G-submédulo de k[G] generado por { fo, f1,..., fr} v M al G-médulo
dual de N. Observemos que N es de dimensién finita y esta formado por vectores propios
para H de peso ny.

Construimos un G-morfismo ¢ : G/H — P(M) del siguiente modo:

Consideremos el mapa € : G — M tal que (a)(f) = f(a) Vf € N. Es claro que ¢
es un morfismo de variedades afines. Probemos que ¢ es G-equivariante: si a,a’ € G y
f € N, entonces e(aa’)(f) = f(aa’) = (a'- f)(a') = e(a’)(a™t - f) = a-e(d’)(f). Luego
g(ad’) = a-e(d’) para todo a,d’ € G.

Sia € G, entonces a- fop € Nye(a)(a- fo) = (a- fo)la) = fo(e) # 0. Luego £(a) # 0
para todo a € G. De donde si notamos p : M — P(M) a la proyeccién, entonces p o &
define un morfismo G-equivariante de G en P(M).

Probaremos que p o € es constante en las coclases de H en G, luego p o € induce un
G-morfismo ¢ : G/H — P(M), dado por ¢(aH) = p(¢(a)). En efecto, si c€ H, a € Gy
f € N, entonces e(ac)(f) = f(ac) = (f - ¢ ')(a) = nx(c™") f(a) = nx(c")e(a)(f); luego,
g(ac) € k*e(a).

Sea Xy := ¢(G/H) N {fo# 0} CP(M)y,, donde estamos considerando a fo como un
polinomio homogéneo de grado 1 en M —i.e fo(m) = m(fy) para todo m € M—-. Entonces

Xo es un cerrado B-estable del abierto afin P(M),, por lo tanto es una B-variedad afin.

Sea X := GXo; X es un abierto de ¢(G/H), por lo tanto es una variedad. Probaremos
que X es una inmersién de G/H y que (Cx, F(X)) = (C,F).

Comenzamos mostrando que X contiene una B-érbita abierta:

Afirmamos que si # = @(eH), entonces Bx C Xo = Gz N {fo # 0}. En efecto,
fo(x) = fole(eH)) = fo(p(e(e))) = fole) # 0, i.e. x € Xy como Xy es B-estable tenemos
que Bx C Xj.

Como BH/H es un abierto de G/H, Bx = ¢o(BH/H) = ¢o(G/H). Entonces Bz es un
abierto de Bz N X = Xj.

Para el resto de la prueba sera de mucha utilidad la siguiente observacién: por construc-
cién, el dlgebra k[ X] estd generada por el conjunto {(%)‘ X, | f € N} —aqui consideramos

a fya fy como funciones coordenadas de P(M)—, y go*((%)p(o) = f—J; Luego ¢*(k[Xo])
esta generada por el conjunto {% | f e N}.

Para probar que X es una inmersién de G/H bastard probar que ¢ induce un iso-
morfismo ¢* : k(X) — k(G/H), ya que esto implica que ¢ : G/H — X es birracional,
G-equivariante y como G/H es una G-6rbita, ¢ es una inmersién. Probemos entonces que
©* es un isomorfismo:

Observemos que ¢ : BH/H — X (y por lo tanto ¢ : G/H — X) es dominante. Luego
©* es inyectiva.

Afirmamos que para probar que ¢* es sobreyectiva basta probar que A¢ C [¢* (k[Xo])],
donde A¢ es el dlgebra construida a partir de (C, F) en la definicién 3.3. En efecto, el lema
3.3 asegura que el cuerpo de fracciones de A¢ es k(G/H), luego si Ac C [p*(k[X0])],
entonces k(G/H) = [Ac] C [¢*(k[Xo])] = ¢ ([k[Xo]]) = ¢*(k(X)).

Probemos entonces que A¢ C [¢*(k[X0])]: si f € Ac, entonces (en la notacién del lema
3.2) existe mg > 0 tal que f € ﬁ]\fm para todo m > mg y por el lema 3.2 tenemos que

N, = @ N(g) donde g recorre el conjunto {g € BIN,), | X €CYNX}
90



34 3. CLASIFICACION DE LAS INMERSIONES ESFERICAS SIMPLES DE G/H

Bastara entonces probar que para m suficientemente grande, % C [¢*(k[Xo])] para

todo g € (BIN,, tal que X_s € CYNX. Lo probaremos para m = nl para [ suficientemente
90
grande: como x s € CY N X, existen ty,...,t, € N tales que ﬁ = (g—é)tl...(g—gl)t’" y
9y 0
por lo tanto g = (fi*. ..f}fT)gg(l_t), donde t = ) . t;. Entonces, si a € G tenemos que
ag _ (M)tl o (M)tr(myb(l—t)_

gt T N ag b 90
Luego ]\;éf) se puede generar polinomialmente con elementos del conjunto
N(f N(fr)  N(fo 1 N(fo
( )U"'U ( )U ( )U{(—)‘fe ( )},
Jo Jo Jo f fo

y este conjunto estd incluido en [p*(k[X(])] ya que ;—; = @*((%)\Xo) € ¢*(k[Xo]) para

todo f' € N. Esto complpeta la rpueba de que ¢* es un isomorfismo.

A partir de ahora identificamos G/H con el abierto ¢(G/H) C X y las valuaciones de
k(G/H) con las valuaciones de k(X).

Probaremos que ¢*(‘Bk[Xo]) = {f € PIk(G/H) | x; € CY NX}:

Para probar que {f € Bk(G/H) | x; € €V N &} C ¢*(‘Pk[Xy]) basta probar
que para cada ¢ = 1,...,7, ¢; = % e ¢*(BKk[X]). Pero como ya hemos observado
£ = ot ()x) € ¢ (P[Xo).

La otra inclusién es consecuencia de la siguiente afirmacién: ¢*(k[Xo]) C O, para toda
v € C. Para probar la afirmacién observemos que si D € F, entonces ¢(D) N Xy # 0 (de
donde deducimos que ¢(D)N X es un divisor de Xj). En efecto, si o(D)NXy = (), entonces
para todo aH € D tendriamos que gg(a) = fo(a) = 0, de donde go(a) = 0 y por lo tanto
aH € Dy. Luego D C Dy, lo que contradice la eleccién de Dy. Ahora bien, si f € k[Xo] y
D € F, entonces 0 < WﬂXo(f) = vp(¢*(f)). De donde concluimos que ¢*(k[Xo]) C O,
para toda v € p(F).

Siv € VNC, bastara mostrar que v es positiva en los generadores del dlgebra ¢* (k[ X)),
i.e. en el conjunto {(%)D(O | f € N}. Si feNyveV(G) es una extensién G-invariante

de v a k(G), entonces u(%) =7v(f) —v(fo) > mini{v(fi)} — v(fo) = mini{v(g;)} > 0.

Para completar la prueba del teorema resta probar: 1) X es una G-variedad simple.
2) X es una variedad normal. 3) (Cx,F (X)) = (C,F).

1. Probemos que X tiene una unica G-érbita cerrada. Por C2 existe vg € C° NV
como k[Xo] C Oy, vy —como valuacién de k(X)— tiene un centro G-estable en
X que notaremos Y. Afirmamos que Y es la unica 6rbita cerrada de G en X.
En efecto, sea Z C X un cerrado G-estable de X y v; € V con centro Z, como
X = GXy y Z es G-estable, tenemos que Z N Xy # (). Entonces vy tiene centro
en Xo, o sea v; > 0 en k[Xo] y por lo tanto en (B)k[X]. Luego vy € (CV)Y = C.
Si Y ¢ Z, entonces como en la prueba del corolario 3.1, existe f € (Pk[X,] tal
que vo(f) =0y v1(f) > 0. Luego x5 € CV\ Ct y xs(vp) = 0, lo que contradice
el hecho de que vy € C°. Hemos probado que Y esta contenido en todo cerrado
G-estable de X, luego la tnica G-drbita cerrada de X es Y.

2. Para probar que X es una variedad normal, basta probar que X lo es. Notemos P
el estabilizador de {fo = 0} C P(M); entonces P = G4, es un subgrupo parabdli-
co de G que contiene a B. El teorema 1.9 aplicado a n = fj, asegura que existe
una subvariedad cerrada L-estable S” C P(M)y, y un isomorfismo P-equivariante
I': R,(P) xS — P(M)y,, donde P = R,(P)L es una descomposicién de Levi
de P —, que estd definido por I'(a, s) = (a - s) para todo a € Ry, (P)y s € S'.
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Considerando S = S’ N Xy obtenemos una subvariedad cerrada L-estable de
Xo. Afirmamos que el isomorfismo I' : R, (P) x S’ =~ P(M)y, se restringe a un
isomorfismo entre R, (P) x S y Xy. En efecto, si y € Xy, entonces y = a - s, para
algin a € R, (P) y s € S’; resta probar que s € S: si no fuera asi tendriamos
que fo(s) = fo(a™!-y) = 0, pero como a pertenece al estabilizador de {fo = 0},
deducimos que y € {fy = 0}, i.e y & Xo.

Para probar que k[Xo] ~ k[R,(P)] ® k[S] es integralmente cerrado, basta
probar entonces que k[S] lo es, o equivalentemente que U'k[S] lo es, donde U’ es
el unipotente maximal del subgrupo de Borel BN L de L (teorema 1.10).

Observemos que si k[S] = @,k[S]\ es la descomposiciéon en submédulos sim-
ples del L-mdédulo racional k[S] (L es reductivo), entonces

U/k[s] _ @,\UIH{[S])\ _ @)\(BQL)k[S])\,
de donde deducimos que U'k[S] es isomorfo al dlgebra del semigrupo
A={ exBnL)| BKS], #{0}}.

Por la proposicién 1.14, tenemos que BDK([S] ~ (Blk[X(]. Luego V'k[S] ~
k(A) = k(CY N X), ~donde si Y es un semigrupo, k()) denota el dlgebra del
semigrupo—. Por otro lado, C¥YNX es un semigrupo saturado, por lo que k(C¥VNX)
es integralmente cerrada.

Para probar que (Cx,F (X)) = (C,F), probaremos primero que X \ Xo = JD,
donde D recorre el conjunto D(X) \ Dy (X).

Como Xy es un abierto afin B-estable de X, X \ X( es unién de divisores
B-estables de X. Afirmamos que los divisores en X \ Xg son los divisores del
conjunto D(X) \ Dy (X). En efecto, si D N Xy es un divisor B-estable de Xj,
entonces Y C D:si Y ¢ D, entonces como en la prueba del corolario 3.1, existe
xf €Y \ C* tal que X¢(r0) = 0, lo que contradice el hecho de que vy € C°.

Por otro lado, como Y N Xy # 0 tenemos que si Y C D, entonces DN X # 0.

Probemos que F(X) = F. Si D € F, por construccién D N Xy # (), entonces
Y c Die. D e F(X).Si D e D\F, entonces D C Dy, lo que implica que
D* ¢ {90 = 0} = {fo = 0}. Luego D NXy=0 y D™ no contiene a Y, ie.
D ¢ F(X).

Como Xo =X \UD, con D en D(X) \ Dy (X), la prueba de la proposicién
3.1, muestra que (Pk[Xo] = {f € Pk(G/H) | x; € C¥}. Pero ya hemos probado
que BPk[Xo] = {f € Pk(G/H) | x; €CVN&X}, dedonde Cy NX =C"NXy
por lo tanto Cx = C.

O






CAP{TULO 4
Clasificacion de las inmersiones esféricas de G/H

1. Clasificacién de inmersiones

El objetivo de esta seccién es probar que existe una biyeccion entre clases de iso-
morfismos G-equivariantes de variedades esféricas, y abanicos coloreados estrictamente
convexos. Para ello necesitaremos afinar un poco los resultados obtenidos hasta ahora.
Por ejemplo, veremos que existe una biyeccién entre G-6rbitas de una variedad simple y
caras (coloreadas) del cono coloreado que le asociamos en el capitulo 3.

Estudiaremos ademés los morfismos entre inmersiones de espacios homogéneos. Le
asociaremos a un morfismo ¢ : G/H — G/H’ un mapa lineal entre V(G/H) y V(G/H') y
probaremos que ¢ se extiende a un morfismo entre inmersiones de G/H y G/H' si y sélo
si el mapa lineal asociado a ¢ mapea el abanico asociado a una inmersiéon en el abanico
asociado a la otra, en el sentido de la definicién 4.4.

DEFINICION 4.1. Un par (C', F’) es una cara coloreada de un cono coloreado (C, F) si:

» C' es una cara de C.
 CONY A0,
- F =Fnp ()

Sea (X, ) una inmersién de G/H e Y una érbita de G en X. Notaremos (Cy (X ), Fy (X))
al cono coloreado asociado a la inmersién simple Xy .

PROPOSICION 4.1. Sea (X, x) una inmersion esférica de G/H e Y una G-drbita de X.
Entonces la aplicacion Z — (Cz(X),Fz(X)) establece una biyeccion entre las G-orbitas
de X cuya clausura contiene a Y y las caras coloreadas de (Cy (X), Fy(X)).

Demostracion: Observemos que si Z C X es una G-Orbita que contiene a Y en su
clausura, entonces Z es una G-6rbita de Xy, . Luego podemos suponer que X es simple
de érbita cerrada Y y probar la biyeccién entre G-orbitas de X y caras coloreadas de
(Cx, F(X)).

Sea (C', F') una cara coloreada de (Cx,F(X)) y vp € C°NV. Por el teorema 3.3 1

tiene centro Z’ en X y por el corolario 3.1 Z’ contiene una G-érbita abierta, que notaremos
Z.

Afirmamos que {D € D(X) | p(vp) € C'} ={D € D(X) | Z C D}, ie. ' = Cz(X).
En efecto, si D € D(X) es tal que p(vp) € C''y Z ¢ D, el corolario 3.1 asegura que
existe x5 € Cy C C"V tal que xt(v0) =0y xs(p(vp)) > 0, lo que contradice el hecho de
que vy € C°. Reciprocamente, sean D € D(X) tal que Z C D,y x € Cx N X tal que
C' = Cx N {x = 0}. Por el teorema 3.3, existe g € P)k[X(] tal que x = x,. Como Z C D
y v € C' (i.e. 1p(g) = 0), el corolario 3.1 asegura que vp(g) = 0. Luego, p(vp) € C'.
Probemos que F' = Fz(X). Si D € F' = F(X) N p~(C'), entonces p(vp) € C', luego

Z C D,ie. D € Fz(X). Reciprocamente, si D € Fz(X) entonces Y C Z C D, es decir
D € F(X). Como Z C D tenemos p(vp) € C’, de donde D € F(X)Np~1(C") = F

Probemos que a cada G-érbita de X le corresponde una cara de (Cx,F(X)). Sea
Z C X una G-6rbita. Como X es afin, existe g € k[X] que se anula en D N X para
todo D € D(X) que no contenga a Z y g no se anula en Z N Xy, en particular vp(g) > 0

37



38 4. CLASIFICACION DE LAS INMERSIONES ESFERICAS DE G/H

para todo D € D(X) que no contenga a Z y vz(g) = 0. De la proposicién 2.3 deducimos
que existe f € Bk[X] tal que vp(f) > 0 para todo D € D(X) que no contenga a Z y
vz(f) = 0. Tenemos entonces que xy € Cy N X satisface xr(p(vz)) =0y xs(p(vp)) >0
para todo D € D(X) que no contenga a Z. Probemos que (Cz(X),Fz(X)) es la cara
coloreada de (Cx, F (X)) definida por x¢:si D € D(X) y Z C D, entonces por el corolario
3.1, xf(p(vz)) = 0 implica que x (p(vp)) = 0. Reciprocamente, si x (p(vp)) = 0, entonces
Z C D por construccion de f. Ademas, el teorema 3.3 asegura que vz € Cz(X)°NV; luego
(Cz(X),Fz(X)) es una cara coloreada de (Cx, F(X)). O

DEFINICION 4.2. Un abanico coloreado es un conjunto finito F' de conos coloreados
que verifica:

F1: Toda cara coloreada de un cono coloreado de F' es un elemento de F'.
F2: Para toda v € V existe a lo sumo un cono coloreado (C,F) € F tal que v € C°.

Un abanico F' es estrictamente convexo si esta formado por conos coloreados estricta-
mente convexos.

LEMA 4.1. F es estrictamente convezo si y sélo si ({0},0) € F.

Demostracion: Si F' es estrictamente convexo y (C,F) es un elemento de F', entonces
C es estrictamente convexo y por lo tanto {0} es una cara de C. Ademds 0 & p(F), luego
F N p~10) = 0. Hemos probado que ({0},0) es una cara de todo cono (C,F) € F y F1
implica que ({0},0) € F.

Reciprocamente, supongamos que ({0},0) € F. Como 0 € V, F2 implica que ({0}, 0)
es el tnico cono en F' que tiene a 0 en su interior. Luego todo cono de F' es estrictamente
convexo. O

OBSERVACION 4.1. Sean (C,F) y (C',F') dos conos coloreados de F, sean (C1,F1)
y (C{,F]) caras coloreadas maximales de (C,F) y (C’, F’) respectivamente contenidas en
CNC’. Afirmamos que (C1, F1) = (C1, F;) —y por lo tanto las caras son méximas—. En efecto,
F1 asegura que (C1,F1), (C}, F]) son conos coloreados de F', de donde existen v € C{ NV
yv eCPfny.

Si notamos (Co, F2) (respectivamente (C), F})) a la cara coloreada minimal de (C,F)
(respectivamente (C', F')) que contiene a C; + C}, tenemos que v +v' € C5NV yv+ 1 €
C NV y de F2 deducimos que (Ca, F2) = (Ch, F}). Luego (Ca, F2) es una cara coloreada
de ambos conos, estd contenida en la interseccién y contiene a (Ci, Fi) (respectivamente
contiene a (Cj,F])) de donde, por la maximalidad de (C1,F1) y de (Cj,F]) tenemos que
(C1, F1) = (C2, F2) = (C1, FY)-

NOTACION 4.1. Si (X, z) es una inmersién esférica de G/H, notaremos
F(X):={(Cy(X),Fy(X)) | Y C X es G-6rbita}.

PROPOSICION 4.2. Si (X, x) es una inmersion esférica de G/H, entonces F(X) es un
abanico coloreado estrictamente convezo de (V,V).

Demostracién: Si (Cy (X), Fy (X)) € F(X), la proposicién 4.1 asegura que toda cara
coloreada de este cono es de la forma (Cz(X),Fz(X)), donde Z es una G-érbita de X,
por lo tanto estd en F'(X), lo que prueba F1.

SiveVeYr,Ys son dos G-6rbitas de X tales que v € Cy, (X)° NCy,(X)°, el teorema
3.3 asegura que el centro de v vista como valuacién de Xy, ¢ (respectivamente Xy, ) es
Y1 (respectivamente Y3). Luego v vista como valuacién de X tiene centro YieYs , de
donde Y; = Y5 y por lo tanto Y7 = Y5, lo que prueba F2.

El teorema 3.4 asegura que los conos (Cy (X), Fy (X)) son estrictamente convexos, por
lo tanto F'(X) es estrictamente convexo. O
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OBSERVACION 4.2. Ordenemos al conjunto de las G-érbitas de X por inclusién de sus
adherencias y al conjunto F(X) del siguiente modo: (C', F') < (C,F) si (C',F’) es una
cara coloreada de (C, F). Usando el teorema 3.4 y la proposicién 4.1 obtenemos el siguiente
resultado:

La aplicacién Y — (Cy(X),Fy (X)) es una biyeccién que revierte el orden entre el
conjunto de G-érbitas de X y F'(X). En esta biyeccidn, a la érbita abierta de X le corres-
ponde ({0},0) € F(X). En efecto, si Z es la 6rbita abierta de X, entonces Y C Z = X
para toda G-6rbita Y, luego (Cz(X),Fz(X)) es una cara de todo cono en F(X), i.e.
(C2(X), Fz(X)) = ({0}, 0).

Si X es simple, entonces F'(X) es el conjunto de caras coloreadas de (Cx,F(X)). A la
érbita cerrada le corresponde el cono (Cx,F(X)) y a la 6rbita abierta le corresponde la

cara ({0}, 0).
Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema principal de este trabajo:

TEOREMA 4.1. El mapa X — F(X) induce una biyeccion entre clases de isomorfismo
de inmersiones esféricas de G/H y abanicos coloreados estrictamente convexos de (V, V).

Demostracién: Probaremos que el mapa es inyectivo: si F'(X) = F(X'), entonces para
toda G-6rbita Y de X, el cono (Cy (X), Fy (X)) € F(X) es de la forma (Cy/(X'), Fy/ (X)),
para alguna G-érbita Y’ de X’. Luego el teorema 3.1 asegura que las variedades simples
Xyvay X{,,G son isomorfas. Veamos que a partir de los isomorfismos en las variedades
simples podemos definir un isomorfismo de X en X’. Como X y X’ son unién finita de
sus variedades simples, bastard probar que los isomorfismos definidos en las variedades
simples coinciden en la interseccién de dos de estas variedaes.

Si Y7 y Ys son dos G-6rbitas de X y o1 : Xy,.¢ — X/{ c Y2 Xy,g — X/z, G son
los isomorfismos definidos en la prueba del teorema 3.1, entonces 1 y @2 llevan el punto

base x de X en el punto base 2’ de X’ y como son G-equivariantes, coinciden en el abierto
Gz C Xy, ¢ N Xy,,@, por lo tanto coinciden en Xy, ¢ N Xy, G-

Reciprocamente, si F' es un abanico coloreado estrictamente convexo, a cada cono
coloreado (C,F) de F' le corresponde una variedad esférica simple X (C, F).

Construimos entonces la variedad X tal que F/(X) = F como la unién disjunta de las
variedades simples X (C, F), con (C,F) € F, donde identificamos las variedades isomorfas
correspondientes a las caras coloreadas maximales comunes de conos de F: sean (C,F)
y (C';F') dos conos de F'y (C1,F1) € F la cara coloreada de ambos contenida en la
interseccién, y maximal para esta propiedad (observacién 4.1). Entonces (C1, F1) es el cono
coloreado asociado a una variedad esférica simple X; C X (C,F) y a una variedad esférica
simple X] € X(C',F’). Como X; y X; tienen asociado el mismo cono, son isomorfas
(teorema 3.2).

Obtenemos asi una prevariedad. Para probar que X es separada (i.e. la diagonal A(X)
es cerrada en X x X)), basta probar que A(X) N (X7 x X3) es cerrado de X; x Xy para
todo par de variedades simples correspondientes a conos coloreados de F'.

Observemos que A(X) N (X1 x X3) = A(G/H) —clausura en X x X5—. Sea X la nor-
malizacién de A(G/H)y P : X — A(G/H), el epimorfismo canénico. Bastard probar que
P(X)=A(X)N (X1 x X3), ya que P(X) =A(G/H) = A(X) N (X1 x Xy).

Sean py : X1~>< Xo — X1y p2: X1 x X9 — Xo las proyecciones, p; = p1o P : X — X1
yp2=paoP: X — Xo.

Si (x,y) € P(X), entonces existe una G-6rbita Y C X tal que (z,y) € P(Xyq).
Notaremos Z; C X1 y Zs C X, a las variedades esféricas simples de érbitas cerradas
p1(Y) y p2(Y) respectivamente.
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Observemos que p1(P(Xv,¢)) = p1(Xvie) C Z1 y p2(P(Xyg)) = p2(Xvg) C 2o,
luego P(Xy,¢) C A(G/H) N (Z1 X Z3).

Siv € V(G/H) es la valuacién que tiene por centro a Y, entonces v considerada como
valuacion de k(X1) tiene centro p;(Y') y considerada como valuacién de k(X2) tiene centro
p2(Y), de donde v € C3 NCZ, NV. Por otro lado, los conos coloreados asociados a Z;
y Zo son conos coloreados del abanico F', ya que son caras de lo conos de X7 y de X
respectivamente, y por lo tanto la condicién [F2] implica que (Cz,, F(Z1)) = (Cz,, F(Z2)),
de donde Z; = Z5 en X.

————Z1 X2 ——Z1 X721

Tenemos entonces que P(Xy ) C A(G/H)N(Z1xZ,) = A(G/H) = A(Z1)
A(Zy1) C Zy x Zy, —la tltima igualdad se debe a que Z; es una variedad algebraica y por
lo tanto es separada— Deducimos entonces que (z,y) € A(Z1),i.e. z =y € Z; C X1, de
donde (z,y) € A(X) N (X1 x X2), como querfamos mostrar. O

2. Morfismos

Sea ¢ : G/H — G/H' un morfismo G-equivariante entre espacios homogéneos esféri-
cos, en esta seccién le asociaremos a ¢ un mapa lineal entre los correspondientes espacios
vectoriales V(G/H) y V(G/H') que notaremos .. Luego probaremos que un morfismo
de ese tipo entre espacios homogéneos esféricos puede extenderse a un morfismo entre
inmersiones de dichos espacios si y sélo si el morfismo lineal ¢, mapea — en el sentido de la
definicién 4.4— el abanico correspondiente a una inmersién en el abanico correspondiente
a la otra.

DEFINICION 4.3. Sean G/H y G/H' dos espacios homogéneos esféricos y conside-
remos un morfismo G-equivariante ¢ : G/H — G/H'. Entonces ¢ es sobreyectivo y
©* : k(G/H') — k(G/H) se restringe a un monomorfismo de grupos ¢* : Bk(G/H') —
(B)k(G/H), que podemos ver como un monomorfismo ¢* : X(G/H') — X(G/H) (recordar
que X(G/H) ~ B)k(G/H)/k*, observacién 2.7). Explicitamente: ¢*(xs) = Xe*(f)-

Definimos el mapa ¢, : V(G/H) — V(G/H'), como ¢.(v) := v o ¢*. Es claro que de
esta forma se obtiene un mapa lineal de V(G/H) en V(G/H').

LEMA 4.2. Sean ¢ : G/H — G/H' un morfismo G-equivariante entre espacios ho-
mogéneos esféricos, y p. : V(G/H) — V(G/H') el morfismo asociado. Entonces

0« (V(G/H)) = V(G/H').

Demostracién: Es claro que si v € V(G/H), entonces ¢.(v) € V(G/H') ya que ¢ es
G-equivariante.

Sea v € V(G/H'), observemos que o : G — G/H' (donde 7 : G — G/H es la
proyeccién) es un morfismo sobreyectivo, por lo tanto induce una extensién de cuerpos
7 o ¢* 1 k(G/H') — k(G). Como en el corolario 2.1 se prueba que existe 7 € V(G) tal
que 7 o7* o p* =1/. Entonces v = 7 o m* es una valuacién en V(G/H) y ¢.(v) =v'. O

NOTACION 4.2. Notaremos F,, al conjunto formado por los divisores D € D(G/H)
que se mapean dominantemente por ¢ sobre G/H’ i.e. ¢(D) = G/H'. Observemos que si
D € F,, entonces . (p(vp)) = 0. Ademsds, si D € D(G/H)\F,, entonces p(D) € D(G/H’)
(lema 1.3). De este modo obtenemos un mapa de D(G/H)\ F, en D(G/H’), que también

notaremos ¢, dado por p.(D) = ¢(D).
DEFINICION 4.4. Sean (C,F) y (C',F’) conos coloreados de V(G/H) y V(G/H') res-
pectivamente, decimos que (C, F) se mapea por ¢, en (C', F’) si:

M1: . (C) CC.
M2: ¢, (F\ F,) C F.
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Si F'y F’ son abanicos coloreados de V(G/H) y V(G/H') respectivamente, decimos
que F se mapea por ¢, en F’ si todo elemento de F' se mapea en un elemento de F”.

TEOREMA 4.2. Sea X una inmersion de G/H, X' una inmersion de G/H' y ¢ :
G/H — G/H' un morfismo dominante. Entonces ¢ se extiende a un morfismo de X en
X' si y sdlo si F(X) se mapea por ¢, en F(X').

Demostracién: Supongamos que ¢ se extiende a un morfismo G-equivariante de X en
X', que notaremos igualmente ¢. Todo cono de F(X) es de la forma (Cy(X),Fy (X)),
para alguna G-6rbita Y de X, y para toda G-6rbita de X, Y’ := ¢(Y) es una G-6rbita
de X’ con (Cy/(X'), Fy/(X")) € F(X'). Bastard entonces mostrar que (Cy (X), Fy (X)) se
mapea en (Cy’(X'), Fy(X")).

Podemos entonces suponer que X y X’ son variedades simples con érbitas cerradas Y
y ¢(Y) respectivamente.

Si D e F(X)\ Fy, entonces D € Dy(X) y DNG/H # . Luego go(D)X eEDy(X')y
cp(D)X NG/H' # (), de donde (D) € F(X'), lo que prueba M2.

Sean X( y X, los abiertos afines B-estables de X y X' dados por la proposicién 2.5
respectivamente. Observemos que p(Xo) C X(: si () € X'\ X{), entonces existe un divisor
D en D(X') \ Dy/(X’) tal ¢(x) € D, luego x pertenece a una componente irreducible de
o YD), i.e. a un divisor B-estable E de X. Pero como Y’ ¢ D, tenemos que Y ¢ E, de
donde x pertenece a un divisor en D(X) \ Dy (X) i.e. z € X \ Xp.

De lo anterior deducimos que ¢*((P)k[X}]) C B)k[X,).

Probemos ahora M1. Si v € Cx, para probar que ¢.(v) € Cxs bastard probar que
@«(V)(xs) > 0 para todo x; € X(G/H)NCY., ie. p«(v)(xs) > 0 para todo f € BIk[X]]
(teorema 3.3). Si f € (Bk[X]], entonces o*(f) € Pk[Xy), i.e. Xo#(f) € Cx, de donde
deducimos que 0 < v(xp+(5)) = v(©*(f)) = «(V)(f)-

Reciprocamente, supongamos que F(X) se mapea en F(X'). Para probar que ¢ se
extiende a un morfismo de X en X’ bastard probar que para cada G-érbita Y C X,
¢ se extiende a un morfismo entre Xy, y una variedad simple de X’. Estos morfismos

coincidirdn en la G-érbita abierta de X (ya que extienden a ¢), luego dardn lugar a un
morfismo entre X y X'.

SiY C X es una G-6rbita, entonces ¢, mapea el cono (Cy(X),Fy (X)) en un cono
(C",F') € F(X'), que corresponde a una 6rbita de X', i.e. es de la forma (Cy+(X"), Fy+ (X))
para alguna G-6rbita Y’ de X'. Probaremos que ¢ se extiende a un morfismo entre Xy ¢
y Xy -

Sean x y 2’ los puntos base de X y X’ respectivamente. Consideremos los conjuntos
abiertos

X1 = (Gz\ | JD) N (Xy.a)o,
donde D recorre el conjunto F, y
X{ = G.’El N (X§//7G)O.

Entonces X; \ Bz = [J(D N X;), donde D recorre el conjunto F(Xy,q) \ Fp v X7\
Bz’ = |JD' n X{, donde D’ recorre el conjunto }-(Xé/',G)' Luego, por M2 tenemos que
¢(X1 \ Bx) C X{\ Bz; ademds, ¢(Bzx) C Bz', de donde concluimos que ¢(X;) C X].

Aseguramos que M1 implica que @*((B)k[X[’)]) c Bk[Xo]. En efecto, si f € (B)k[X(’)]
(ie. xf € CY,NX(G/H')) y v € Cx, entonces vop* € Cxs y por lo tanto 0 < xf(vop*) =
v(¢*(f)). Hemos probado que X +(s) € Cx N X(G/H), luego ¢*(f) € (B)k[Xo].

Probaremos que ¢*((Bk[X)]) € Bk[X,] implica que o*(k[X}]) C k[Xo]:
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Si f € k[X{], para probar que ¢*(f) € k[X], es suficiente probar que v(p*(f)) > 0
para todo v € F(X) U B(X) (proposicién 3.1). Sea D € F(X); si D € F, entonces
w«(p(vp)) = 0, luego vp(p*(f)) =0, si D € F(X) \ Fy, entonces p.(vp) € F(X'), luego
v«(vp)(f) > 0 (proposicién 3.1).

Si vy € B(X), entonces ¢« (1) € V(G/H') (lema 4.2) y la proposicién 2.3 asegura que

existe f' € PIK[X)] tal que . (1) (f') = . (10)(f). Entonces 0 < . (o) (f') = . (v0) ().
i.e. vo(¢*(f)) > 0, como querfamos mostrar.

Tenemos entonces ¢* : k[X(] — k[X(] y un morfismo ¢ : Xy — X tal que ¢* = (Prk[X(’)]'

Ademas, si notamos ¢ a la inclusién X — Xj, (¢ o ¢)* coincide con ¢* en k[X{] y como
k(X7) = [k[X{]], (¥ ot)* coincide con ¢* en k(X]), de donde ¢ o = ¢ i.e. ¥ extiende a ¢
a un morfismo de Xy en X|.

Como ¢ es G-equivariante, se extiende a un morfismo de X = GXpen X' = GX|. O



CAPITULO 5
Ejemplos

En este capitulo mostraremos algunos ejemplos de variedades esféricas. En la primera
seccién mostramos que la clasificacién de las variedades toricas en tanto variedades esféri-
cas coincide con la clasificacién clasica de las variedades téricas. En la segunda seccion
estudiamos el espacio homogéneo SLy/SO,.

A continuacién enunciamos algunas propiedades del conjunto de valuaciones invarian-
tes de G/H, que ayudaran a comprender la estructura de V(G/H) dentro del espacio
vectorial V(G/H). No incluimos las pruebas, estas pueden encontrarse en [10] o en [3].

Sean g1,...,9s € Pk(G/H) y h € BK[G]H) tales que f; = g;h € k[G] para todo
i =1,...,s. Para cada i, sea N; C k[G] el G-submédulo generado por f;. Como en la
prueba del teorema 3.4 se prueba que si f € (B)(Ny--- N,), entonces h—fs c Bk(G/H) y si
v € V, entonces 1/(%) >3 v(g).
Sea .
5: 5(917"'7987h7f) = legz _X% € X(G/H>7
entonces la desigualdad del parrafo anterior se traduce en v(J) < 0.

NOTACION 5.1. Notaremos A al conjunto de los 6 = 6(¢g1,...,9s,h, f) € X(G/H)
donde g1,...,g, € Pk(G/H), h € BK[G]H) es tal que g;h € k[G] y f € BI(Ny---Ny)

como en el parrafo anterior.
LEMA 5.1.
V(G/H)={veV(G/H)| v(0) <0V de A}
Demostracién: Ver por ejemplo [10]. O
Sea Vo = Hom(X(B),Q) y
C={veVy| v(a) <0 para toda raiz positiva a},

o sea C' es la cAmara de Weil negativa. Entonces la inclusiéon X (G/H) C X(B) induce un
mapa sobreyectivo Vo — V; notaremos Cg/ a la imagen de C' por este mapa, i.e.

Ca/p ={v € V | v(a) < 0 para toda raiz positiva a}.
Con estas notaciones tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 5.1. El conjunto de valuaciones G-invariantes V(G/H) es un cono fini-
tamente generado que contiene a Cg . En particularV genera a' V- como espacio vectorial.

Demostracién: Ver por ejemplo [10]. O

43
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1. Variedades Téricas

Si G = T es un toro algebraico, entonces G = B =T ~ T'/{e} es un espacio homogéneo
esférico. Notaremos X, (T") al grupo de subgrupos a un pardmetro de 7. Consideraremos a
X, (T) como el reticulo dual de X(T"), mediante el ”dual pairing” (, ) : X(T) x X (T) — Z,
dado por (x,A\) =n siy sélo si x(A(t)) = t" para todo t € k*.

En este caso el conjunto de pesos de B = T en k(T'), coincide con el grupo de caracteres
de T -i.e. X = X(T)-. Podemos entonces identificar V(T') ~ Homz(X,Z)®Q con X, (T)®
Q.

Observemos ademéds que D(T") = (), ya que no hay divisores T' estables en T'. Luego la
clasificacién de las variedades téricas estd dada por conos estrictamente convexos de V/(T').
La condicién C° NV # ) se satisface automdticamente en este caso por estar C generado
por elementos de V solamente.

Sea X una T-variedad torica simple de érbita cerrada Y. De la teoria de variedades
téricas resulta que las inmersiones simples de T estan clasificadas por conos racionales
poliedrales estrictamente convexos de X, (T) ® Q (ver [6]). Veremos que la clasificacién
como variedad esférica coincide con esta clasificacién.

Observemos que si D € D(X), es un divisor T-estable, entonces D C X \ T, luego
D(X) es el conjunto de las componentes irreducibles de X \ T'. Por otro lado si D € D(X),
deberd contener a la tnica 6rbita cerrada, i.e. Y C D. De donde deducimos que:

D(X) = Dy (X).

La proposicién 2.5 asegura entonces que X = Xy es afin y recobramos el conocido
resultado:

PROPOSICION 5.2. Toda variedad térica simple es afin.

g

Ya vimos que V(T') ~ X,(T) ® Q. Tenemos entonces por el corolario 2.3 que el mapa
p:V — X(T)® Q es inyectivo. Probaremos que p es también sobreyectivo:

Sea A € X, (T), veamos cémo asociarle una valuaciéon T-estable de k(X) —que notare-
mos vy— tal que p(vy) = A. Bastara definir la valuacién en k[7].

Para el T-médulo racional k[T] tenemos una descomposicién de la forma
k[T = D kTl
XEX(T)

Si f € k[T'], entonces f se escribe de forma tnica como f =) a,fy, con x € X(T) y
ay € k, definimos entonces

vA(f) == min{(x, A) | ay # 0}

Es facil ver que vy define una valuacién de k(7).

Veamos que vy es T-estable: sit € T'y f € k[T, tenemos que
t-f= Z ax(t- fy) = Z X(t)ay fx-
XEX(T) X€X(T)

Como x(t) # 0 para todo t € T, tenemos que
va(f) = min{(x, A) | ay # 0} = min{{x, A) | x(t)ay # 0} = va(t - f).

Observemos ademads que si f € k(X) es un T-vector propio, entonces p(vy)(xs) =
(xr, A) = Alxy)- Luego p(vy) = A.
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Por otro lado, F(X) =0y B(X) = D(X). Luego Cx es el cono generado por B(X) en
el espacio vectorial X,(T) ® Q; y la proposicién 3.1 muestra que

K[X] = {f € KIT] | v(f) > 0¥ € B}

El teorema 3.4 muestra que el mapa X +— Cx es una biyeccién entre variedades téricas
simples y conos racionales estrictamente convexos de X4 (7)) ® Q, de donde se obtiene la
clasificacién de variedades téricas simples por conos racionales estrictamente convexos de

X(T) ® Q.

2. SLs(C)/S05(C)

En esta seccién estudiamos el espacio homogéneo SLy/SO,. Este espacio es esférico ya
que es un espacio homogéneo simétrico para el automorfismo involutivo ¢ : SLy — SLo,
o(a) = (a")~".

Encontraremos explicitamente los datos combinatorios asociados a este espacio ho-
mogéneo.

Sea B C SLsy el subgrupo de Borel formado por las matrices triangulares superiores
de determinante uno; T' C B el toro maximal de B formado por las matrices diagonales.

El grupo de caracteres de T esta generado por x : T' — C* tal que x(t) = t;,; para
todoteT.

LEMA 5.2. El conjunto SLa\ BSOs es cerrado en SLy y sus componentes irreducibles
son dos divisores —Dy y Do~ tales que D1 = {21 —ixg2 =0} y Dy = {x21 +iz22 = 0}.

Demostracion: Observemos que SO C SLg esta definido por las ecuaciones
T1,1 = T2,.2,

T12 = —x21
Un simple célculo muestra que el abierto BSOy C SLy esta definido —en S Ly— por la
condicién 3 | + 23 5 # 0.
Luego SLo \ BS50y = {:Eg}l — Z':E272 = 0} U {:L‘g}l + Z'{L‘272 = 0} = Dy U Dy, donde Dy y
D5 son divisores primos de SLy. Notaremos fi = 221 — 1222 y fo = x21 + ix22.

O
Como en todo el trabajo, 7 : SLy — SLy/SO2 denota la proyeccién canénica.
LEMA 5.3. Los dwisores w(D1) y w(D2) de SLa/SO2 son distintos.
Demostracion: Observemos que Dq es la SOo-6rbita de a = < :i [z) >, como se

deduce de la siguiente igualdad:

—1 0 ial,l 7:(1172 ai,1 ai,2
—1 i —iayo ia i L '
1,2 1,1 ai,1—ial,2  ai,1—iai2

Luego 7(D1) = w(Dy) si y sélo a~'d € SOy para toda matriz d € Ds. Sea d =
a a 1a 1a
< . b i’ >, entonces a~'d = < B 2 ), de

Za1,1+ia1,2 ai,1+iai,2 ai1 — ai,1+iai 2 a12 — la1,1+ia1,2
donde es facil ver que si a~'d € SO,, tendriamos que det(d) = 0.

U
Hemos probado que D(SL2/SO02) = {m(D1),n(D2)}.

Es facil ver que las ecuaciones que definen a Dy y a Do, que hemos llamado f1 y fo
respectivamente son B-vectores propios, ambos de peso ¥, i.e. f1, fo € (B)(C[SLQ]X.



46 5. EJEMPLOS

Por otro lado, observemos que f1 y fo no son fijos para la accion de SOs: si a € SO9
y & € SLa, entonces (f1-a)(z) = fi(za™') = (a11 +ia12)fi(z) y (f2-a)(x) = fo(za™t) =
(al’l — iaLQ)fQ(iL').

Luego fi1, fo € (B)C[SLQ](H), y del parrafo anterior se deduce que si a € SO3, entonces
(fuf2) -a = (al + ai o) fufa = det(a) frfa = fifo.
Luego fo = fif2 € (B)C[SLQ]H. Mas atin el peso de fy —para la accién de B— es x2.
LEMA 5.4. El reticulo X de los pesos de B en C(SLo/SOs2) estd generado por x>.

Demostracion: Si f € (B)C(SLQ/SOQ), entonces para todo b € B, tenemos que b- f =
X" (b)f, para algun entero n. En particular para b = —Id € SO2 N B tenemos que
fUId) = (f-b)(Id) = f(b~1) = (b- [)(Id) = x"(b) f(Id).
Por otro lado x™(b) = (—1)", de donde deducimos que n debe ser par.

Mas atin, si f € B)C(SLy/SO3) es un vector de peso x>*, como f§ es también vector
propio de peso x*" existe a € C* tal que f = af].
0

Hemos probado que X = {x?" | n € Z} ~ 2Z, entonces V = V(SL3/SO3) =
Hom(X, Q) es un espacio vectorial de dimensién uno, que estd generado por vg : X — Q,
tal que vp(x?) = 1.

Estudiemos las imdgenes por p de las valuaciones asociadas a los colores de SLg /SO,
i.e.am(Dy)y m(D2), notaremos v1 = vy(p,) ¥ V2 = Vr(p,)- Observemos que las extensiones
(1 y 72) de 11 y 19 a C(SLg) son las valuaciones asociadas a los divisores D1 y Dy; por

lo tanto v1(f1) = 7 (f2) = 1y 71(f2) = v2(f1) = 0. Entonces p(v1)(x*") = mi((fifo)") =
n(vi(f1) +vi(f2)) = n; del mismo modo se muestra que p(v2)(x*") = n.

Hemos probado que p(v1) = p(r2) =vgen V.

De acuerdo a la proposicién 5.1, para determinar el cono de valuaciones G-invariantes,
tenemos que estudiar las inecuaciones:

v(a) <0, cona € ®7.
Respecto a B el peso x? es una rafz positiva, luego si qrg € V es tal 0 > quo(x?) = ¢,
tenemos que gy € V, lo que implica que {qvy | ¢ € Q, ¢ <0} C V.
Probaremos que vy € V. Luego

V={qlqeQ q¢<0}.

Con la notacién del lema 5.1, consideremos g1, go € B)C[SLy/SOy]: tales que g1 = fo
ygo=1,seah = f; € (B)C[SLQ}(SO”. Sean N1 y Nz los SLs-submédulos de C[SLg]
generados por (fof1) v fi respectivamente.

Consideremos las siguientes matrices de SLo: a1 = < i (1) >; as = < _11 (1) ) y
0 —1
az = < 1 0 )
Se puede verificar que f = (fof1)(as - f1) — §((a1 - fof1) — (az - fof1) — 2(as - fof1))fr

es un B-vector propio de peso x?2, es decir f € (B)(N; - Na),2. Luego (g1, 92, h, f) = X2,
de donde deducimos que v(d) > 0 y por lo tanto vy ¢ V.

El siguiente es un esquema del cono V(SL2/S02) como subconjunto de V' (SLy/SO3).
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